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插值有理 Bézier 渐近四边形的有理 Bézier 曲面 
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摘  要: 为构造封闭的曲线为有理 Bézier 曲面的边界渐近线, 给出封闭四边曲线为渐近四边形的条件, 并提出插值

该四边形的曲面构造方法. 首先在给定角点数据的前提下构造优化的 n 次有理 Bézier 渐近四边形; 然后利用该四边

形和曲面在四边形上的切矢确定曲面沿边界的两排控制顶点和权; 最后极小化曲面薄板能量函数确定剩余自由的控

制顶点, 进而构造出光滑的双 5n–7 次有理 Bézier 插值曲面. 实例展示边界曲线为有理 3, 4, 5 次时曲面的构造结果, 

以及边界曲线含有直线或者拐点的情况, 表明该方法是可行的. 
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Construction of Rational Bézier Surface Interpolating Asymptotic Quadrilateral 
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1) (School of Mathematical Sciences, Dalian University of Technology, Dalian  116024)  
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Abstract: Conditions for construction of rational Bézier surface interpolating a closed quadrilateral as its asymp-

totic boundary are presented. Firstly, from the given corner data, an optimized rational Bézier asymptotic quadri-

lateral of degree n is constructed. Secondly, two arrays of control points and weights along the boundary curves 

are obtained from the quadrilateral and the tangent vectors of the surface. Finally, minimizing the plate spline en-

ergy determines the other free control points and then a smooth rational Bézier surface of bi-(5n–7) degree is con-

structed. Some representative examples show the construction of surfaces interpolating the cubic, quartic or quin-

tic rational Bézier asymptotic quadrilaterals and verify the effectiveness of the method. 
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插值给定曲线为其边界线的曲面构造一直是

CAGD&CAD研究的内容之一. 插值测地线或曲率

线这样特殊曲线的曲面构造被广泛研究 . 例如 , 

Wang等[1]和 Li等[2]分别构造了过给定测地线和曲

率线的参数曲面; Kasap 等[3]和 Li 等[4]又分别把这

种参数曲面拓展到插值测地线和曲率线的一般曲

面族构造 , 以及过给定测地线或曲率线的可展曲

面构造[4-7]、近似极小直纹曲面构造[8]、B样条曲面

设计[9]等研究中. 值得注意的是, 以上研究得到的

曲面都插值非封闭的曲线. Farouki等[10-13]对于封闭
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曲线进行了广泛研究, 构造了一系列以测地线[10-12]

和曲率线[13]为边界曲线的 Coons曲面. 其中, 文献

[10]给出了 4条封闭测地线是 Coons曲面片边界线

的充要条件 , 文献[11-12]实现了插值测地边界线

的三角 Coons曲面和四边Bézier曲面. 为了弥补文

献[12]中生成的曲面次数过高的缺陷, Yang等[14-15]

构造了过 Bézier 和 B 样条测地四边形的低次张量

积 Bézier 曲面和 B 样条曲面. Yang 还得到了插值

有理 Bézier 测地四边形[16]的有理 Bézier 曲面的构

造方法[17], 其中曲面次数最低是双 8次的.  

除上述测地线和曲率线外 , 渐近线也是微分

几何中曲面上的一类重要曲线 , 并被广泛应用在

很多领域, 如天文[18]、机械[19]、建筑[20]等. 目前, 

对于渐近线的研究主要集中在如何计算或获得曲

面上的渐近线 [21]. 理论上 , 如何构造曲面使其插

值给定的曲线为其渐近线也是一项比较有意义的

工作. 基于文献[1]的结果, Bayram 等[22]构造了插

值渐近线的参数曲面. 刘羽等 [23]推广了文献[5-6]

的工作, 设计一类过给定渐近线的可展曲面. Ata-

lay等[24]利用 Cartan标架给出一种判定过渐近线的

曲面族的方法 . 上述研究中的渐近线都不是封闭

的 , 因此有必要构造插值封闭渐近线为边界曲线

的曲面 . 本文给出封闭四边曲线为渐近四边形的

条件, 并构造双 5n–7 次有理 Bézier 曲面插值 n 次

有理 Bézier渐近四边形. 

1  渐近四边形 

1.1  渐近线的基本知识 
定义 1[25]. 在曲面 S 上一点, 其法曲率为零的

切方向称为曲面 S 在该点的渐近方向 . 如果曲面

S 上一条曲线在每一点的切方向都是曲面在该点

的渐近方向, 则称该曲线是曲面 S 上的渐近曲线. 

引理 1[26]. 曲面上的一条曲线是其渐近曲线, 

当且仅当它是一条直线 , 或者它的密切平面恰好

是曲面的切平面. 

显然, 每条渐近曲线的法曲率 0nk  . 根据曲

面上曲线的曲率 k、测地曲率 gk 和法曲率 nk 之间

的关系式 2 2 2
g nk k k  , 若该曲线为渐近线 , 则有

( 1)gk k    . 从而对于曲线的 Frenet 标架

( ( ), ( ), ( ))s s se n b 和曲线在曲面上的 Darboux 标架

( ( ), ( ), ( )),s s se h N  易推导出 , .  h n N b  因此 , 

曲面上曲线的 Frenet标架和Darboux标架满足模符

号关系. 由以上分析, 可以得到如下引理. 

引理 2. 曲面 ( , )u vR 上一条正则曲线 ( )tr 是渐

近线, 当且仅当它满足如下条件: 

1) 曲线 ( )tr 的法曲率恒等于零; 

2) 曲线 ( )tr 的每个非拐点上的副法向量垂直

于曲面在点 ( ( ), ( )) ( )u t v t tR r 处的切平面; 

3) 曲线 ( )tr 的每个非拐点上的丛切面垂直于

曲面在点 ( ( ), ( )) ( )u t v t tR r 处的切平面. 

引理 3. 对曲面 ( , )u vR 上的正则曲线 ( )tr , 若

( ) ( )( 1),t t   N b 则 ( ) ( ),  ( ) 0, ( )nt t k t k t  h n  

( ),  ( ) ( ).g gk t t t      

证明 . 对于弧长参数 ,s  由 ( ) ( ),s sN b 有

( ) ( )s sh n . 利用 Frenet公式, 可以推得方程 
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对比 Darboux 公式 , 可得 ( ) 0,  ( ) ( ),n gk s k s k s   

( ) ( )g s s   . 对于一般参数 t 有相同的结果 , 即

引理得证.                             证毕. 

命题 1. 若曲面 ( , )u vR 上 2 条正则曲线 1( )tr 和

2 ( )tr 相交于非拐点 1 2( ) ( ) ,t t P r r 且满足 P N  

1 1 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( , 1),t t     b b  则 1 1 2 2( ) ( ).t t    其

中, PN 是曲面法向量, 1 1 1 1 ( ), ( )t tb 和 2 2 2 2( ), ( )t tb

分别是曲线 1 1( )tr 和 2 2( )tr 在点 P 处的副法向量和

挠率. 

证明. 对于 2条不同的以弧长为参数的渐近线

1( )sr 和 2 ( )sr , 其法曲率 1 2( ) 0,  ( ) 0,n nk s k s   则有

1 1 1 2 2 2( ) ( ), ( ) ( ).s s s s  N b N b  根据引理3, 1( )sr 和

2 ( )sr 的测地挠率 1( )g s 和 2 ( )g s 分别满足 1( )g s   

1 2 2( ),  ( ) ( ).gs s s      设曲线 1 2( ), ( )s sr r 和曲面在

相交点处的切平面夹角分别为 1 2,  ,   由法曲率

1 2,n nK K 和测地挠率 1 2,g g  , 满足 

 
2 1 1 1 2 2

2 1 1 1 2 2

sin( )[ ( ) ( )]

cos( )[ ( ) ( )],

g g

n nK K

     

   

  

 
 

有 2 1 1 1 2 2sin( )[ ( ) ( )] 0.g g         又因 2sin(   
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1) 0  , 故 1 1 2 2( ) ( )s s   . 对于一般参数 t有相同

的结论.                               证毕. 

推广上述 2条相交渐近线的结论到 4条封闭曲

线, 可得如下命题. 

命题 2. 若 4 条没有拐点的正则曲线 ( )(i t i r  

1, , 4) (如图 1所示)是曲面 ( , )u vR 的渐近边界曲线, 

当且仅当它们满足如下限制条件: 

1) 边界法矢限制. 边界法矢 ( )i tN 连续且满足

( ) ( )( 1, , 4).i it t i   N b  

2) 丛切限制. 在 4个角点处, 4条曲线的副法

向量满足符号关系 

 

12 1 1 2 2

14 1 1 4 4

23 2 2 3 3

34 3 3 4 4

(0) (0) (0) (0)

(1) (1) (0) (0)
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 (1) 

其中, ( ) 1( 1, , 4; 0,1),i j i j      且 12 14 23, ,N N N

和 34N 是曲面在 4个角点处的单位法向量. 

3) 角点渐近相交限制. 
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图 1  渐近四边形 

 
1.2  n 次有理 Bézier 渐近四边形 

对于没有拐点的 4 条 n 次有理 Bézier曲线(其

中 ( ),  ( )n n
j jB u B v 为 n次 Bernstain基函数) 
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给定其角点曲率 ( )( 0,1)ik j j  、权因子 ( 0,ij j   

; 1, , 4)n i   与控制顶点 

 1 10 20 2(0) (0),  r P P r  

 1 1 40 4(1) (0),n  r P P r  

 2 2 30 3(1) (0),n  r P P r  

 3 3 4 4(1) (1);n n  r P P r  

11 1( 1) 21 2( 1) 31 3( 1) 41 4( 1),, , , , , ,n n n n   P P P P P P P P . 剩余控

制顶点 2 ( 2), ,i i nP P 和权因子 1 ( 1), , (i i n i     

1, , 4) 是待定的. 在命题 2 条件约束下找到这些

未知量满足的关系 , 最后通过极小化限制能量函

数求解出待定量, 得到优化的渐近四边曲线. 

注 . 以上给定数据情况下 , 4 次是构造有理

Bézier渐近四边形的最低次数要求, 故下面主要针

对这种情况进行求解. 对于更高次数的情况, 方法

类似. 当边界线为有理 3 次时, 需要减少给定数据, 

但是较少的信息会使得约束条件下方程求解变得

复杂, 甚至无解. 第 2.3 节实例中给出了边界线是

有理 3, 4, 5次时的构造结果. 

1) 边界法矢限制 

沿正则边界曲线 ir , 如果曲面的单位法向量

iN 和副法向量 ib 共线且连续, 则 4 个角点处的转

换数是偶数, 即 

 
,

( ) 1   , 1, , 4 0,1;   i
i j

j i j      (3) 

未知参数要满足此兼容条件. 

2) 丛切限制 

考虑式(1), 以角点 10P 为例. 因为曲面的单位

法向量 1 2
12

1 2

(0) (0)

|| (0) (0) ||

 


 
r r

N
r r

平行于单位副法向量

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

(0) (0) (0) (0)
(0) , (0) ,

|| (0) (0) || || (0) (0) ||

    
 

    r
r r r r

b b
r r r

所以

1(0)r 和 2 (0)r 位于曲面在点 10P 处的切平面上, 即

10 11 12 21 22, , , ,P P P P P 共面 . 因此 22P 可以被表示为

22 20 22 10 22 20 12( ) ( ),     P P P P P 被表示为 

 12 10 12 10 12 20( ) ( )     P P P P  (4) 

在 14P 处同理, 42 40 42 40 42 13( ) ( ),     P P P P  且 

 12 14 13 40 13 13( ) ( )     P P P P  (5) 

对于其他角点, 也有类似的表示形式 

 32 30 32 23 32 30( ) ( ),     P P P P  

 22 24 23 23 23 30( ) ( ),     P P P P  

 32 34 33 33 33 43( ) ( ),     P P P P  
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 42 44 43 33 43 43( ) ( ).     P P P P  

其中 , 1 1
1)( ( 1),  ;k k k

ij i ij ij i j ijj
 

        P P P P P P  

参数 ,  ik ik  是实数, 2,3,  1, ,4,  1, ,3k i j    . 

由曲线的曲率表达式 

 
2

10 12 10 10
1 2 3

11 10

3 || ( ) ( ) ||
(0) ,

4 || ||
k

 


  




P P

P
 

可以用 12 和 12 表示 11 . 同样, 可从其他角点处

的曲率得到 21 31 41 13 23 33,  ,  ,  ,  ,        和 43 的表

达式. 

由式(4)(5), 12P 满足的 2个方程可以推出 12 13, 
的具体数值及 13 和 12 之间的关系 . 对于其他点

2 ( 2, , 4)i i  P 有类似的结论, 即得到 23 22 33,  , ,    

32 42 43, ,     的具体数值 , 以及 22 和 23 32,  和

33 43,  和 42 之间的关系. 

3) 角点渐近相交限制 

由式(2), 有 
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2 3
30 33 30 30 30

2 2
31 32 30 30

det( , , )

|| ( ) ( ) ||

det( , , )
,

|| ( ) ( ) ||

 
 

 
 

  
 

  

   


  

P P P

P P

P P P

P P

 

 

2 3
31 34 33 32 31

2 2
32 33 33 32

2 3
43 42 4141 44

2 2
42 43 43 42

det( , , )

|| ( ) ( ) ||

det( , , )
.

|| ( ) ( ) ||

 
 

 
 

  
 

  

  


  

P P P

P P

P P P

P P

 

可以推得 12 12 22 22 32 32,  ,        和 42 42  之间的 3

个关系式 . 若表示出 12 22 32,  ,  ,    则由极小化限

制能量函数 

 
 

 

1 22
1 10

1 2 2
2 40

3( ) ( ) d

( ) ( ) d

u u u

v v v

   

 





A r r

r r
 

(6)
 

可以得到剩余参数 42 12 22 32,  ,  ,      和 42 的值 . 

从而确定权 2i 和未知控制顶点 2 ( 1, , 4),i i  P  进

而得到了优化的渐近四边形. 图 2所示为 2个优化

的 4次有理 Bézier渐近四边形及控制顶点. 

  
a. 渐近四边形               b. 渐近四边形  

 

图 2  4次有理 Bézier渐近四边形及控制顶点 

2  构造插值渐近四边形的有理 Bézier 曲面 

第 1节确定了有理 Bézier渐近四边形, 为了构

造插值该四边形的有理 Bézier 曲面, 需要确定曲

面在边界曲线处的切矢 ( 1, , 4).i i  T  它们满足 

 1 3( ) ( ,0), ( ) ( , ), 1v vu u u u T R T R  

 2 4( ) (0, ), ( ) (1, ).u uv v v v T R T R  

因为 iT 与 ( )i tr 和 [ ( ) ( )] ( )i i it t t   r r r 共面 , 因此可以

表示为 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ( )

( )] ( ), [0,1]
i i i i i

i i

t x t t y t t

t t t

   
  

T r r

r r
 

(7)
 

其中, ( )ix t 和 ( )iy t 为标量函数. 为了方便后面讨论, 

可以定义为 

 3
3 5

5

0

( ) ( ) ( ),
n

i i ij j
j

nx t W t B t




   

 4
1

1

0

( ) ( ( )) ( .)i i ij j
j

y t W t B t


   

其中, 
0

( ) ( );  (, 1, , 4)
n

i ij j ij ij
n

j

W t B t i  


   是实数. 

2.1  插值相容性条件 
以 10P 为例, ( 1, , 4),ij ij i    可通过如下限制

条件确定. 

1) 切矢相容性 

 1 2 1 4(0) (0), (1) (0),  T r T r  

 2 1 2 3(0) (0), (1) (0),  T r T r  

 3 2 3 4(0) (1), (1) (1),  T r T r  

 4 1 4 3(0) (1), (1) (1).  T r T r  

由有理 Bézier函数的端点插值性, 1 2(0) (0)T r

等价于 10 1 10 1 1(0) [ (0) (0)]     r r r 1 20 2(0) (0). r r

则 10 10,    可以被表示为 

 1 2
10 2

1

(0) (0)
,

|| (0) ||


 



r r

r
 

 1 1 1 2
10 2

1 1 1

det( (0) (0), (0), (0))
.

|| (0) (0) (0) ||


   


   

r r r r

r r r
 

同理可得 17 11,    及 0 7 0 1,  ,  ,  ( 2, , 4).i i i i i       

2) 扭矢相容性 
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 , 1 2(0,0) : (0) (0),  u v   R T T  

 , 2 3(0,1) : (1) (0),u v   R T T  

 , 1 4(1,0) : (1) (0),  u v   R T T  

 , 3 4(1,1) : (1) (1).u v   R T T  

每个等式坐标对应相等, 可以得到含有 2 个方程的

方程组, 进而可以得到 1 6 ( 1, , .,  4)i i i     

实际上, 令 12A 是 1(0)r 和 2 (0)r 在点 10P 处的夹

角, 将 1(0)T 和 2 (0)T 投影到向量 12N 上可以得到 

 1 12 1 1 2 12(0) (0)|| (0) |||| (0) ||sin ,A   T N r r  

 2 12 2 1 2 12(0) (0)|| (0) |||| (0) ||si ;n A    T N r r  

即得 1 2(0) (0)   , 这也验证了式(2). 其他角点处

类似. 

不失一般性, 令剩余参数 0( 1, , 4;ij i j     

2, ,5),  则可以得到 ( )( 1, , 4).i t i  T  为构造插值

有理 Bézier 曲线的有理 Bézier 曲面, 有必要把

( )i tT 表示成有理 Bézier曲线形式. 

记曲线
( )

( )
( )

i
i

i

t
t

W t


P
r , 则  

 


2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) :

( ( )) ( ( ))

ii i i i
i

i i

t W t t W t t
t

W t W t

    
P P P

r , 

其中,  ( )i tP 的次数为 2n–2. 又因为 

 

 




4

3

( ) ( )
( ) ( )

( ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) / ( ( )) ,

i i
i i

i

i i i i i

i i i

t t
t t

W t

t t W t t t W t

t t W t W t

   

      

 

i

i

P P
r r

P P P P

P P

 

若记
3

( )
( ) ( )

( ( ))
i

i
i

t
t t

W t
  i

Q
r r , 因为  ( ) ( )i it t


P P 的实

际次数是 4n–6, 则 ( )i tQ 的次数是 3n–6. 进而有 

 
 

5 5

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) : ;

( ( )) ( ( ))

ii i
i i i

i i

tt t
t t t

W t W t

     
QQ P

r r r  

其中,  ( )i tQ 的次数为 5n–8. 

利用 Bézier 乘积公式[27], 可以将  ( ), ( )i it tP Q

表示成 Bézier曲线形式 

 
2 2 5 8

2 2 5 8

0 0

( ) ( ), ( ) ( ).i i
i j j j ji

j

n n

j

n nt B t t B t


 
 


  P C Q D

则 ( )i tT 可以表示为 

 

3 5 2 2

0 0

3 5

1 5 8
1

0 0

5

2

5

5 7
7

8

0

2( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n
i

i ij j j j
j j

n n

n
i

ij j j j i
j j

n
i i
j j j i

j

n

n

t B t B t

B t B t W t

B t W t





 





 

 



 





 


 


   
  

 

 



T C

D

E F

 

(8)

                  

其中, 

 
min(3 5, )

max(0, 2 2)

3 5 2 2

5 7
,

n j
i i
j ik j k

k j n

n

k j k

n

n

j





  

  
    

 
 










E C  

 
1

1 01 ,
5 7 5 7

1, , 4, 0, ,5 7.

i i ii
j j i j

j j

n n

i j n




      
   

F D D
 

2.2  构造有理 Bézier 曲面 
由于边界切矢 ( )i tT 的分子是 5n–7 次的, 因此

定义双 5n–7次的张量积有理 Bézier曲面 

 

5 7 5 7

0 0

5 7 5 7

0

5 7 5 7

5 7 5 7

0

( ) ( )
( , )

( , ) :
( , )

( ) ( )

n n

ij ij i j
i j

n n

ij i j
j

n n

n

i

n

W B u B v
u v

u v
W u v

W B u B v

 

 
 

 

 

 
 
 

 

S
S

R (9) 

由 Bézier 曲线升阶公式[28], 边界有理 Bézier 曲线

( )i tr 升阶到 5n–7 次为

5 7

0

5 7
5

0

5 7

7

( )

( ) .

( )

n
i i
j j j

j
i n

i
j j

n

j

nB t

t

B t





















M

r  曲

线 ( )i tr 作为曲线 ( , )u vR 的边界曲线, 需要满足 

 

1
0

2
0

3
(5 7)

4
(5 7)

1
0

2
0

3
(5 7)

4
(5 7)

,

,

,

,

,

,

,

 

 

 

 

0,

 

, 7  5

,

j j

j j

n j j

j n j

j j

j j

n j j

j n j

W

W

W

W

j n



















































 

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S M

S M

S M

S M

 (10) 

考虑曲面在 1( )tr 上的边界切矢 

 

5 7

0 0
0

5 7
2

5

0
0

7

5 7

( ,0) (5 7) ( ) ( ,0)

(5 7) ( ,0) ( ) ( ( ,0)) ,

n
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n
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i

u n W B u W u

n u W B u W u













   
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



R S

S

 

其中, 0 0 1 1 0 0 0 1 0, .i i i i i i i i iW W W W W W     S S S  令 

 

5 7
5 7 4 7

0
0 0

4 7

0

7

0

4

7

0

4
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
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 
 

可求得 0 00 7 07 54 ( ),  .n nH W H W      选取 iH   
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0( 1, , 4 8)i n  , 求得曲面权因子 

min(4 7, )

1 0 ( )0
max(0, )

4 7

5 7
,

n i

i i j i j
j i n

j i j
W W H

i

n n

n





 

  
      

 



 
 

   

1, 5 , 8i n       (11) 

则 
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其中, 

min(4 7, )
1

( )0 ( )0
max(0, ) 5 7

4 7

.
n i

i j i j i j
j i n

n

j i j
H

i

n

n
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

 
 

  
     

 
 
 

L P  

从而控制顶点 

 

1 1 1
0 0

1
1 1

(5 7)
,

(5 7)

1, ,5 8

i i i i i
i

i i

n W

n W W

i n

  
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
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E F L S
S

 

(12)

 

类似式(11)(12)的获得方法, 可以确定其他 3

边邻近边界的一排控制顶点及其权因子. 这样, 曲

面 ( , )u vR 的边界 2 排权因子和控制顶点已经确定. 自

由选取曲面的内部权因子 ijW 和控制顶点 ( ,ij i j S  

2, ,5 9)n  , 可以得到满足插值边界曲线的一族

曲面片 , 且这些曲面均以这个边界四边形为公共

渐近线 . 为简化计算 , 取 1( , 2, ,5 9).ijW i j n    

再由极小化薄板能量函数 

 

1 1 2 2
2 0 0

2

(|| ( , ) || 2 || ( , ) ||

|| ( , ) || )d d

uu uv

vv

u v u v

u v u v

  A R R

R
 

(13)
 

确定剩余的控制顶点 , 由此便构造出优化的插值

有理 Bézier渐近四边形的有理 Bézier曲面. 

算法 1. 构造 4次有理 Bézier渐近四边形 

输入. 给定角点曲率、权因子、控制顶点. 

输出. 优化的 4次有理 Bézier渐近四边形. 

Step1. 待定 2 1, ,, 4( ; )1 2,3 .,ij i i j  P  

Step2. 指定边界法矢 ( )i tN , 式(3)使曲面定向. 

Step3. 丛切限制和角点渐近相交限制可以简化待

定参数. 

Step4. 根据式(6)确定剩余参数 42 12 22 32,  ,  ,  ,     

42,  得到优化的有理 Bézier渐近四边形. 

算法 2. 构造插值渐近四边形的优化有理

Bézier曲面 

输入. n次有理 Bézier渐近四边形. 

输出. 优化的 5n–7次有理 Bézier曲面. 

Step1. 根据式(7)定义曲面在边界处切矢 ( ).i tT  

Step2. 插值相容性条件确定 ( )ix t 和 ( )iy t 系数, 从

而确定 ( )i tT , 并将其表示成有理 Bézier形式式(8). 

Step3. 根据式(9)定义双 5n–7次有理 Bézier曲面. 

Step4. 升阶n次有理Bézier曲线至5n–7次, 得到式(10). 

Step5. 利用插值曲面在边界处的切矢表示 , 确定

式(11)(12). 

Step6. 取定 1( , 2, ,5 9),ijW i j n    根据式(13)

确定其余控制顶点, 得到优化的有理 Bézier曲面. 

2.3  实例 
例 1. 为构造 4次有理 Bézier渐近四边形, 给定

曲率 ( ) 1( 0,1)ik j j  , 权因子 1( 0, 4;ij j i     

1, , 4). 控制顶点 10 20 14 40(1,0,0), =(1,1,0),  P P P P  

24 30 34 44 10 30(0,0,0), (0,1,0);      P P P P P P

13 33 20(0,0.2,0.1), (0,0.2, 0.1), =     P P P 40 P

23 43( 0.2,0,0.1), ( 0.2,0, 0.1).      P P  按照算法

1, 算法 2, 得到渐近四边形(如图 2a 所示)、边界 2

排控制顶点和双 13次有理 Bézier插值曲面(如图 3

所示). 
 

  
a. 2排控制顶点               b. 插值曲面 

 

图 3  有理 Bézier曲面 
 

例 2. 该例中, 角点曲率、权因子、控制顶点的

条件同例 1. 定义 10 30 13(0,0.2,0.1),     P P P  

33 20 40 23=(0,0.2, 0.1), ( 0.2,0, 0.1),         P P P P

43 ( 0.2,0,0.1).  P  利用算法 1, 算法 2, 得到渐近

四边形(如图 2b 所示)、边界 2 排控制顶点和双 13

次有理 Bézier曲面(如图 4所示). 
 

  
a. 2排控制顶点               b. 插值曲面 

 

图 4  有理 Bézier曲面 
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例 3. 若要构造插值 3次有理 Bézier渐近四边

形的曲面, 需要减少给定的数据. 例如, 不给定角

点曲率 , 给定权因子 0 3 1 21, 2(i i i i i          

1, , 4) , 控制顶点 10 20 13 40(1,0,0),   P P P P   

23 30 33 43 10(1,1,1), (0,0,1), (0,1, 2);     P P P P P

20 40(0.2,0.3,0), ( 0.3, 0.2,0), ( 0.3,0.2,0),      P P

30 ( 0.2,0.3,0).  P  类似算法 1求解待定控制顶点

2iP ( 1, , 4)i   , 得到渐近四边形如图5a所示. 用算

法 2构造双 8次有理 Bézier插值曲面如图 5b所示. 

 
a. 3次有理 Bézie渐近四边形        b. 插值曲面 

 

图 5  有理 Bézier曲面 

 
例 4. 为构造 5 次有理 Bézier 渐近四边形, 给

定四边曲线角点处的数据同例 1, 待定未知控制顶

点 2 3,i iP P 及权因子 1 2 3 4,  ,  ,  ( 1, , 4).i i i i i       渐

近四边形的构造方法类似算法 1, 插值曲面的构造

同算法 2. 得到的 5 次有理 Bézie 渐近四边形如图

6a 所示, 对应的双 18 次有理 Bézier 曲面如图 6b

所示. 
 

  
a. 5次有理 Bézie渐近四边形         b. 插值曲面 

 

图 6  有理 Bézier曲面 

 
例 5. 由引理 1 知, 曲面上的直线也是其渐近线. 

给定角点数据 : 1 10( ) 0( 0,1), (0,0.2,0),k j j   P  

13 (0,0.2,0) P (其余数据与例 1相同), 可构造出以

图 7a为边界渐近四边形的双 13次有理 Bézier曲面

(如图 7b所示). 

 

  
a. 渐近四边形含直线            b. 插值曲面 

 

图 7  有理 Bézier曲面 

 

例 6. 例1~5都是建立在边界四边曲线不含有拐

点情况 . 如果曲线 ( )tr 在点 0t 是拐点 , 则 0( )t r  

0( ) 0,t r  且副法向量的左右极限 , b b 符号相反. 

但当每条边界线 ( )( 1, , 4)i t i  r 上有1个(或2个)拐点

时, 副法向量 ( )tb 沿边界线的旋转数仍是偶数, 这仍

然满足命题 2中 1)的边界法矢限制条件要求. 当命题

2 中 2), 3)的条件也满足时, 可以构造插值含有拐点

的渐近四边形. 图 8a 所示为在给定角点数据: 曲率

( ) 1( 0,1),ik j j   权因子 1( 0.4;ij j i    1, , 4),

控 制 顶 点 10 20 14 40(1,0, 0.5), (1,1,0),    P P P P   

24 30 34 44 10 13(0,0,0), (0,1, 0.5);        P P P P P P

20 30 3323(0,0.2, 0.5), ( 0.2,0, 0.5),          P P P P

40 43(0,0.2, ,0.5), ( 0.2,0,0.5)    P P 情况下, 每条

边界线含有 1个拐点时的渐近四边形. 图 8b所示为

插值图 8a的双 13次有理 Bézier曲面. 
 

  
a. 渐近四边形含拐点            b. 插值曲面 

 

图 8  有理 Bézier曲面 

3  结  语 

本文分析了 2 条相交曲线成为渐近线的条件, 

并给出封闭曲线是渐近四边形的限制条件. 给定角

点位置、切向量、曲率、权因子, 在 n次有理 Bézier

四边形满足的 3个渐近限制条件下, 可以用待定参

数表示剩余未知变量; 极小化限制能量函数可以

构造出优化的渐近四边形. 为方便讨论, 将所有曲

线表示成有理 Bézier 形式, 曲面在边界曲线上切

矢的确定限制了生成的有理 Bézier 曲面最低次数

是双 5n–7 次的. 渐近四边形确定曲面的边界曲线

的控制顶点和权因子 , 而曲面在边界曲线上切矢

确定曲面邻近边界曲线的一排控制顶点和权因子. 

除了这 2排数据, 曲面的内部剩余控制顶点和权都

是自由选取的 , 增加了满足要求的曲面构造的灵

活性. 给定权因子, 通过极小化薄板样条函数可以

确定剩余控制顶点, 从而得到插值有理 Bézier 渐

近四边形的优化有理 Bézier 曲面. 实例中构造了

双 13次有理 Bézier曲面插值 4次有理 Bézier渐近

四边形, 包括边界曲线含有直线或拐点的情况; 减

少给定数据可以构造双 8次有理 Bézier曲面插值 3

次有理 Bézier 渐近四边形. 若要根据实际需要获

得更多自由度, 可以构造双 18 次有理 Bézier 曲面

插值 5次有理 Bézier渐近四边形. 
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