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摘　　要

建筑几何 �$UFKLWHFWXUDO *HRPHWU\�源于建筑中待解决的自由曲面造型问题� 目前已
逐渐成为一门新兴的交叉研究领域且备受关注� 从设计分析、数字建模到加工建造� 几
何都是关键因素� 随着现代科技的发展�几何计算为自由曲面建模带来变革�挑战工程和
设计上的规模和建造技术� 反之�材料和技术的进步也对几何模型探索提供了更大和更
灵活的空间� 这些源自实际建筑的需求为工业几何、图形图像和几何处理带来了新的问
题和研究目标�
建筑几何涉及计算几何、计算机辅助几何设计 �&$*'�、计算机辅助设计（&$'）、

计算机辅助制造 �&$0�等学科领域�其核心理论来源于微分几何� 微分几何着眼于几何
的局部性质分析�如一般三维曲线和曲面的局部曲率行为� 常见的特殊曲线和曲面有测
地线、曲率线、渐近线、可展曲面、常平均曲率曲面、旋转面等�它们因其微分特性而
在建筑几何中具有很重要的研究价值�
研究建筑几何的主要手段是离散微分几何 �''*��它是经典微分几何的离散化� 依

赖于光滑理论但具有更直观和更简单的表示� 它的研究对象是多边形、多面体面、非多
面体网格等� 离散曲线曲面的表示不需要全局的精确代数表示� 往往局部格点、边线或
面片的性质就决定了全局的几何意义�而且其微分表示也只依赖局部的特征� 这极大丰
富了曲线曲面的造型可能性� 为直观交互的几何建模提供了条件� 也方便设计者灵活探
索自由曲面以满足实际建筑要求�
建筑几何的研究不仅对理论研究发展提供了新的方向�而且对实际建筑设计也具有

重要应用价值� 本文对建筑几何中的网格与光滑曲面构造理论与应用进行研究� 基于建
筑上的应用� 本文首先建立插值特殊边界线的光滑曲面模型� 这为具有一定边界约束的
防水曲面的建造提供理论依据� 其次�对应经典微分几何中的曲线和曲面�研究特殊的离
散参数网面�主要研究内容包括离散常平均曲率曲面、离散测地平行坐标系参数网、离
散测地线参数网、离散曲率线参数网、离散渐近线参数网等�研究这些离散参数曲面不
仅极大丰富了离散微分几何理论�同时还表现出在实际建筑中的理论支持作用� 最后�利
用几何结构上的良好性质� 应用这些结论到建筑几何� 帮助实现面向建造为意识的几何
设计�
本文主要工作如下�

��� 插值渐近四边形的光滑曲面重构� 首先�本文给出构造渐近四边形的判定条件� 在给
定角点数据 �角点坐标、单位切向量、曲率值��设计 %p]LHU渐近四边形、有理 %p]LHU
渐近四边形和 %�VSOLQH渐近四边形� 其次� 依据插值的兼容性� 本文构造以这些封闭
曲线为边界线的张量积 %p]LHU曲面、有理 %p]LHU曲面和 %�VSOLQH曲面� 随后利用能
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量函数对自由参数进行优化�保证了曲面的光滑性与能量极小性� 几何理论上�如上
模型的建立推广了曲面插值特殊边界线 �测地线或曲率线�的研究�实际应用上�为满
足特殊边界线的防水表面的建造提供了依据�

��� 构造球面格点星四边网� 该网格满足在每个格点星处格点及其相邻边四个点共球�构
成了关于主法曲率线对称的网格�兼容离散常平均曲率曲面和极小曲面� 当所有球半
径相同且网格是正交网时�该网格是主法曲率线网的对角线网�即离散常平均曲率曲
面� 特别地�当所有球半径无限大时�成为离散极小曲面� 建筑应用上�可以使用边界
为圆弧状或平直状的可展钢薄片构造网壳结构� 这些薄片沿着这个 �虚拟的�曲面的
主法向量构成网壳的支撑梁柱结构且彼此正交于无挠节点� 实际构造的弯曲支撑结
构模型和直支撑结构模型具有良好的微分几何特性� 使得在交互设计上存在丰富空
间�在节点、板材和框架上存在大量重复性元素�在加工模具和组合集装方面节省大
量成本�

��� 建立离散测地平行坐标系参数网� 测地平行坐标系是曲面上的正交网�满足其中一族
参数线是测地线� 该特殊曲面参数化的离散形式展现出非常明确的应用价值�特别在
建筑上的曲面设计和制造方面� 离散测地平行坐标系参数网很自然地分解为以测地
线为边界的曲面条�控制测地条带宽度�有助于使用来源于平直板材的条带进行曲面
包层、设计测地网壳结构或木筋壳结构� 同时�还可以构造近似可展曲面�生成由可
拉伸或压缩的材料 �如毛毡、皮革或木板等�制造的形状� 最重要的�等宽度测地条带
面帮助建立一类内蕴对称的曲面� 此时�曲面不再只是可展曲面�而是能等距变形到
旋转曲面的双弯曲曲面�为自由的建筑表面设计提供了空间� 可以通过适当的曲面片
或板面组合成防水的表皮并用双弯曲的面板覆层� 这些用于建造的面板可以是类似
金属板的灵活材料�其生产制造只用一些模具即可� 该工作解决了来自平板材料构成
自由曲面的问题�理论上能极大地减少建造成本�

��� 设计特殊离散参数网面� 研究离散四边网格局部格点星条件�推广构造离散测地线参
数网、离散曲率线参数网、离散渐近线参数网� 使用 *XLGHG 3URMHFWLRQ 算法快速高
效地实现不同离散网格的交互设计�为自由曲面、可展曲面、旋转曲面、极小曲面、
:HLQJDUWHQ曲面等及其相应的等距变形曲面的造型提供可视化保证�

关键词：建筑几何�计算几何�曲线曲面造型�离散微分几何�网格曲面�参数线网
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$UFKLWHFWXUDO JHRPHWU\ LV DQ HPHUJLQJ DQG LQWHUGLVFLSOLQDU\ ILHOG VWDUWLQJ IURP WKH SURE�

OHP VROYLQJ IUHHIRUP VXUIDFH PRGHOLQJ LQ DUFKLWHFWXUH� ,W KDV DWWUDFWHG PXFK DWWHQWLRQ WKHVH

GD\V� *HRPHWU\ OLHV DW WKH FRUH RI GHVLJQ� DQDO\VLV� GLJLWDO PRGHOLQJ� DQG IDEULFDWLRQ� :LWK WKH

GHYHORSPHQW RI PRGHUQ VFLHQFH� RQ WKH RQH KDQG� JHRPHWU\ FRPSXWDWLRQ EULQJV UHYROXWLRQ WR

IUHHIRUP VXUIDFH PRGHOLQJ� SRVLQJ FKDOOHQJHV WR VFDOH DQG FRQVWUXFWLRQ WHFKQRORJLHV RI HQJL�

QHHULQJ DQG GHVLJQ� 2Q WKH RWKHU KDQG� WKH SURJUHVV LQ PDWHULDOV DQG WHFKQRORJLHV RIIHUV ELJJHU

DQG PRUH IOH[LEOH VSDFH IRU WKH H[SORUDWLRQ RI JHRPHWU\ PRGHOLQJ� 7KH QHHGV RULJLQDWHG IURP

DFWXDO DUFKLWHFWXUH \LHOGV QHZ TXHVWLRQV DQG JRDOV IRU LQGXVWU\ JHRPHWU\� JUDSKLFV DQG LPDJHV�

DQG JHRPHWU\ SURFHVVLQJ�

$UFKLWHFWXUDO JHRPHWU\ LQYROYHV FRPSXWDWLRQDO JHRPHWU\� &RPSXWHU�$LGHG *HRPHWULF 'H�

VLJQ �&$*'�� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ �&$'�� &RPSXWHU�$LGHG 0DQXIDFWXULQJ �&$0� DQG VR

RQ� 7KH FRUH RI LW LV GLIIHUHQWLDO JHRPHWU\� ZKLFK IRFXVHV RQ WKH ORFDO DQDO\VLV RI JHRPHWU\ SURS�

HUWLHV� VXFK DV WKH ORFDO FXUYDWXUHV RI JHQHUDO VSDFLDO FXUYHV DQG VXUIDFHV� 6RPH VSHFLDO EXW DOVR

FRPPRQ FXUYHV DQG VXUIDFHV� VXFK DV JHRGHVLFV� DV\PSWRWHV� FXUYDWXUH OLQHV� GHYHORSDEOH VXU�

IDFHV� VXUIDFHV RI FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH� VXUIDFHV RI UHYROXWLRQ HW DO�� RZQ LPSRUWDQW UHVHDUFK

PHDQLQJV LQ DUFKLWHFWXUDO JHRPHWU\ WKDQNV WR WKHLU GLIIHUHQWLDO SURSHUWLHV�

7KH PHWKRGRORJ\ WR H[SODLQ DUFKLWHFWXUDO JHRPHWU\ PRGHOLQJV LV 'LVFUHWH 'LIIHUHQWLDO *H�

RPHWU\ �''*�� ZKLFK LV WKH GLVFUHWH FRXQWHUSDUW RI FODVVLF GLIIHUHQWLDO JHRPHWU\� OR\DO WR VPRRWK

WKHRULHV DQG KDV DPRUH GLUHFW DQG VLPSOHU UHSUHVHQWDWLRQ� 7KH UHVHDUFK REMHFWV RI ''* DUH SRO\�

JRQV� SRO\KHGURQ IDFHV� DQG QRQ�SRO\KHGURQ PHVKHV� 7KH UHSUHVHQWDWLRQV RI GLVFUHWH FXUYHV DQG

VXUIDFHV GRQ¶W QHHG JOREDO DFFXUDWH DOJHEUDLF H[SUHVVLRQ� 8VXDOO\� ORFDO SURSHUWLHV RI YHUWLFHV�

HGJHV� DQG IDFHV FRQWULEXWH WR JOREDO JHRPHWU\ PHDQLQJV� )XUWKHUPRUH� WKHLU GLIIHUHQWLDO H[�

SUHVVLRQV RQO\ GHSHQG RQ ORFDO FKDUDFWHUV� 7KLV HQULFKHV WKH SRVVLELOLWLHV RI FXUYHV DQG VXUIDFHV

FRQVWUXFWLRQV� SDYHV D ZD\ IRU GLUHFW DQG LQWHUDFWLYH JHRPHWU\ PRGHOLQJV� DQG LV FRQYHQLHQW IRU
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GHVLJQHUV WR H[SORUH IUHHIRUP VXUIDFHV ZLWK DFWXDO DUFKLWHFWXUDO UHTXLUHPHQWV�

$UFKLWHFWXUDO JHRPHWU\ LV VLJQLILFDQW IRU WKH IXWXUH GHYHORSPHQW RI ERWK WKHRUHWLFDO UHVHDUFK

DQG SUDFWLFDO DUFKLWHFWXUHV� 7KLV SDSHU IRFXVHV RQ ERWK WKH WKHRU\ DQG WKH DSSOLFDWLRQ RI WKH

FRQVWUXFWLRQ RI PHVK DQG VPRRWK VXUIDFHV LQ DUFKLWHFWXUDO JHRPHWU\� $LPLQJ DW DUFKLWHFWXUDO

DSSOLFDWLRQV� ZH ILUVW FRQVWUXFW VPRRWK VXUIDFHV LQWHUSRODWLQJ VSHFLDO ERXQGDULHV� ZKLFK SURYLGHV

D WKHRUHWLFDO EDVLV IRU PRGHOLQJ ZDWHUSURRI DUFKLWHFWXUDO VNLQ ZLWK ERXQGDU\ FRQVWUDLQWV� 7KHQ

ZH UHVHDUFK VRPH VSHFLDO GLVFUHWH SDUDPHWULF FXUYH QHWV FRUUHVSRQGLQJ WR WKH VPRRWK FDVHV LQ

FODVVLFDO GLIIHUHQWLDO JHRPHWU\� VXFK DV GLVFUHWH FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFH� GLVFUHWH VXUIDFH

SDUDPHWHUL]HG E\ GLVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO FRRUGLQDWHV� GLVFUHWH JHRGHVLF FXUYH QHW� GLVFUHWH

FXUYDWXUH OLQHV QHW� GLVFUHWH DV\PSWRWLF FXUYH QHW� 7KHVH UHVXOWV QRW RQO\ HQULFK WKH WKHRU\ RI

''* EXW DOVR SUHVHQW WKHRUHWLFDO VXSSRUW IRU DFWXDO DUFKLWHFWXUDO DSSOLFDWLRQ� )LQDOO\� WKDQNV WR

WKH JRRG SURSHUWLHV RI PHVK DQG VXUIDFH JHRPHWU\� WKHVH FRQFOXVLRQ KHOSV WR UHDOL]H IDEULFDWLRQ�

DZDUH JHRPHWU\ GHVLJQV�

7KH PDLQ FRQWHQWV RI WKLV WKHVLV DUH DV IROORZV�

�� 6PRRWK VXUIDFH LQWHUSRODWLQJ DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO� )LUVWO\� WKLV SDSHU SUHVHQWV WKH

QHFHVVDU\ DQG VXIILFLHQW FRQGLWLRQV IRU D TXDGULODWHUDO� :LWK JLYHQ FRUQHU GDWD LQFOXGLQJ

FRUQHU FRRUGLQDWHV� XQLW WDQJHQW YHFWRUV DQG FXUYDWXUHV� ZH GHVLJQ %p]LHU� UDWLRQDO %p]LHU�

DQG %�VSOLQH DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDOV� 6HFRQGO\� FRPSDWLEOH LQWHUSRODWLRQ OHDGV WR FRUUH�

VSRQGLQJ WHQVRU�SURGXFW %p]LHU� UDWLRQDO %p]LHU DQG %�VSOLQH VXUIDFHV WKURXJK WKHVH FORVHG

TXDGULODWHUDOV DV ERXQGDULHV� 7KH SUHUHTXLVLWH RI WKH FRQVWUXFWLRQ RI IUHH DQG FRQWLQXRXV

VXUIDFHV OLHV RQ WKH H[LVWHQFH RI IUHH SDUDPHWHUV OHIW� WKHQ RSWLPL]DWLRQ RI HQHUJ\ IXQF�

WLRQV NHHSV WKH VPRRWKQHVV RI FXUYHV DQG VXUIDFHV� 7KHRUHWLFDOO\� WKLV PRGHO JHQHUDWHV

WKH UHVHDUFK RQ VXUIDFHV LQWHUSRODWLQJ VSHFLDO ERXQGDULHV VXFK DV JHRGHVLFV DQG FXUYDWXUH

OLQHV� 3UDFWLFDOO\� LW SURYLGHV ZD\V WR SURGXFH ZDWHUSURRI VXUIDFHV ZLWK WKH VDWLVIDFWLRQ RI

VSHFLILF FRQGLWLRQV RQ ERXQGDULHV�
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�� &RQVWUXFWLRQ RI PHVKHV ZLWK VSKHULFDO YHUWH[ VWDU� 6XFK PHVK LV V\PPHWULF DERXW SULQ�

FLSDO FXUYDWXUH OLQHV� VDWLVI\LQJ WKDW HDFK YHUWH[ DQG LWV IRXU HGJH�VKDUHG QHLJKERU YHUWLFHV

DUH LQ WKH VDPH VSKHUH DW HDFK YHUWH[ VWDU� 7KLV JHRPHWU\ VHWWLQJ LV FRPSDWLEOH ZLWK GLVFUHWH

FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFH DQG GLVFUHWH PLQLPDO VXUIDFH� :KHQ DOO WKH UDGLL DUH WKH

VDPH DQG WKH QHWZRUN LV RUWKRJRQDO� WKH PHVK VXUIDFH EHFRPHV D GLVFUHWH FRQVWDQW PHDQ

FXUYDWXUH VXUIDFH� (VSHFLDOO\� LW EHFRPHV GLVFUHWH PLQLPDO VXUIDFHV LI WKH UDGLL DUH LQILQ�

LW\� ,Q DUFKLWHFWXUDO DSSOLFDWLRQV� VWUDLQHG JULGVKHOO FRXOG EH EXLOW IURP FLUFXODU RU VWUDLJKW

GHYHORSDEOH VWHHO ODPHOODV� 7KHVH ODPHOODV� VHUYHG DV VXSSRUWLQJ EHDPV VWUXFWXUH� DOLJQHG

QRUPDO WR WKLV �LPDJLQDU\� GLVFUHWH VXUIDFH DQG LQWHUVHFW RUWKRJRQDOO\ ZLWK HDFK RWKHU DW

WRUVDO�IUHH NQRWV� 7KH GLIIHUHQWLDO JHRPHWULF DGYDQWDJHV RI DFWXDO FXUYHG DQG VWUDLJKW VXS�

SRUW VWUXFWXUHV HQULFK LQWHUDFWLYH GHVLJQV DQG SUHVHQW D ODUJH QXPEHU RI UHSHWLWLYH SDUDPH�

WHUV DW NQRWV� SDQHOV� DQG IUDPH� ZKLFK VDYHV FRVW LQ IDEULFDWLRQ DQG DVVHPEO\�

�� &RQVWUXFWLRQ RI VXUIDFHV SDUDPHWUL]HG E\ GLVFUHWH SDUDOOHO FRRUGLQDWHV� *HRGHVLF SDU�

DOOHO FRRUGLQDWHV DUH RUWKRJRQDO QHWV RQ VXUIDFHV ZKHUH RQH RI WKH WZR IDPLOLHV RI SDUDPHWHU

OLQHV DUH JHRGHVLF FXUYHV� 7KH GLVFUHWH YHUVLRQ RI WKHVH VSHFLDO VXUIDFH SDUDPHWHUL]DWLRQV

VKRZV YHU\ XVHIXO IRU VSHFLILF DSSOLFDWLRQV� PRVW RI ZKLFK DUH UHODWHG WR WKH GHVLJQ DQG

IDEULFDWLRQ RI VXUIDFHV LQ DUFKLWHFWXUH� :LWK WKH QHZ GLVFUHWH VXUIDFH PRGHO� LW LV HDV\ WR

FRQWURO VWULS ZLGWKV EHWZHHQ QHLJKERULQJ JHRGHVLFV� 7KLV IDFLOLWDWHV WDVNV VXFK DV FODGGLQJ

D VXUIDFH ZLWK VWULSV RI RULJLQDOO\ VWUDLJKW IODW PDWHULDO RU GHVLJQLQJ JHRGHVLF JULGVKHOOV

DQG WLPEHU ULE VKHOOV� ,W LV DOVR SRVVLEOH WR PRGHO QHDUO\ GHYHORSDEOH VXUIDFHV� 7KH\ DUH

FKDUDFWHUL]HG E\ JHRGHVLF VWULSV ZLWK DOPRVW FRQVWDQW VWULS ZLGWKV DQG DUH XVHG IRU JHQ�

HUDWLQJ VKDSHV WKDW FDQ EH PDQXIDFWXUHG IURP PDWHULDOV ZKLFK DOORZ IRU VRPH VWUHWFKLQJ

RU VKULQNLQJ OLNH IHOW� OHDWKHU� RU WKLQ ZRRGHQ ERDUGV� 0RVW LPSRUWDQWO\� ZH VKRZ KRZ WR

FRQVWUDLQ WKH VWULS ZLGWK SDUDPHWHUV WR PRGHO D FODVV RI LQWULQVLFDOO\ V\PPHWULF VXUIDFHV�

ZKLFK DUH LVRPHWULF WR VXUIDFHV RI UHYROXWLRQ DQG FDQ EH FRYHUHG ZLWK GRXEO\�FXUYHG SDQ�

HOV WKDW DUH SURGXFHG ZLWK RQO\ D IHZ PROGV ZKHQ ZRUNLQJ ZLWK IOH[LEOH PDWHULDOV OLNH
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PHWDO VKHHWV� 7KLV KHOSV WR VROYH WKH SUREOHP WKDW IUHHIRUP VXUIDFHV FRQVWUXFWHG IURP IODW

PDWHULDOV� ZKLFK WKHRUHWLFDOO\ VDYHV IDEULFDWLRQ FRVWV�

�� &RQVWUXFWLRQ RI VSHFLDO GLVFUHWH VXUIDFHV SDUDPHWUL]DWLRQ� :H VWXG\ WKH ORFDO YHUWH[

RI GLVFUHWH TXDG PHVKHV DQG PRGHO GLVFUHWH VXUIDFHV SDUDPHWUL]HG E\ JHRGHVLFV� FXUYD�

WXUH OLQHV DQG DV\PSWRWHV� 7KH *XLGHG 3URMHFWLRQ DOJRULWKP KHOSV XV WR UHDOL]H LQWHUDFWLYH

GHVLJQV RI GLIIHUHQW GLVFUHWH PHVKHV LQ D YHU\ HIIHFWLYH DQG VSHHG\ ZD\� ZKLFK PDNHV LW

SRVVLEOH IRU XV WR YLVXDOL]H IUHHIRUP VXUIDFHV� GHYHORSDEOH VXUIDFHV� VXUIDFHV RI UHYROXWLRQ�

PLQLPDO VXUIDFHV� :HLQJDUWHQ VXUIDFHV� DQG WKHLU LVRPHWULF GHIRUPDWLRQ�

.H\ :RUGV� $UFKLWHFWXUDO JHRPHWU\� &RPSXWDWLRQDO JHRPHWU\� &XUYH DQG VXUIDFH FRQ�

VWUXFWLRQ� 'LVFUHWH GLIIHUHQWLDO JHRPHWU\� 0HVK VXUIDFH� 3DUDPHWULF FXUYH QHW
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��� 本文主要工作 ���������������������������������������������������������������������������������������� ��

� 插值渐近四边形的曲面构造 ���������������������������������������������������������������������������� ��

��� 研究背景����������������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 渐近四边形的判定条件 �������������������������������������������������������������������������� ��

����� 渐近线����������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 相交渐近线 ���������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 渐近四边形 ���������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 插值 %p]LHU渐近四边形的 %p]LHU曲面 ����������������������������������������������������� ��

����� �次 %p]LHU渐近四边形 ����������������������������������������������������������������� ��

����� %p]LHU渐近四边形插值条件����������������������������������������������������������� ��

����� 双 ��次 %p]LHU插值曲面 ��������������������������������������������������������������� ��

��� 插值有理 %p]LHU渐近四边形的有理 %p]LHU曲面���������������������������������������� ��

����� n次有理 %p]LHU渐近四边形 ���������������������������������������������������������� ��

����� 有理 %p]LHU渐近四边形插值条件 ��������������������������������������������������� ��

����� 双 (5n − 7)次有理 %p]LHU插值曲面 ����������������������������������������������� ��

��� 插值 %样条渐近四边形的 %样条曲面 ����������������������������������������������������� ��

����� �次 %样条渐近四边形 ����������������������������������������������������������������� ��

����� %样条渐近四边形插值条件 ���������������������������������������������������������� ��
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����� 双 ��次 %样条插值曲面��������������������������������������������������������������� ��

� 特殊离散网格构造 ������������������������������������������������������������������������������������������ ��

��� 研究背景����������������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 基本网格 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 离散常平均曲率曲面������������������������������������������������������������������������������ ��

����� 弯曲支撑结构 ������������������������������������������������������������������������������ ��

����� 6�网格点星条件 ��������������������������������������������������������������������������� ��

����� 构造方法 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 应用实例 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 离散测地平行坐标系������������������������������������������������������������������������������ ��

����� 几何性质 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 格点星条件 ���������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 测地条带面 ���������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 应用实例 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 离散测地线参数网 ��������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 正交测地网面 ������������������������������������������������������������������������������ ��

����� 等角测地网面 ������������������������������������������������������������������������������ ��

����� 应用实例 ������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 离散曲率线参数网 ��������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 圆网 �������������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 锥网 �������������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� 等温网����������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 蒙日网����������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 应用实例 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 离散渐近线参数网 ��������������������������������������������������������������������������������� ���

����� $�网格点星条件 ��������������������������������������������������������������������������� ���
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����� 几何性质 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 极小曲面 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 具有常主法曲率比的曲面 ������������������������������������������������������������� ���

����� 应用实例 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 算法说明����������������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 变量列表 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 约束函数说明 ������������������������������������������������������������������������������ ���

����� 计算时间 ������������������������������������������������������������������������������������� ���

� 面向制造意识的几何设计 �������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 研究背景����������������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 自由曲面结构 ���������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 可展曲面结构 ���������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 离散可展条件 ������������������������������������������������������������������������������ ���

����� 离散测地平行可展网 �������������������������������������������������������������������� ���

����� 可展曲面直母线向量域 ����������������������������������������������������������������� ���

��� 旋转曲面结构 ���������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 等距于旋转面的曲面 �������������������������������������������������������������������� ���

����� 提取旋转面 ���������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 测量等距变换 ������������������������������������������������������������������������������ ���

����� 旋转面模具 ���������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 测地网壳结构 ���������������������������������������������������������������������������������������� ���

� 结论与展望 ���������������������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 结论 ����������������������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 创新点摘要 ������������������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 展望 ����������������������������������������������������������������������������������������������������� ���
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7$%/( 2) &217(176

� ,QWURGXFWLRQ���������������������������������������������������������������������������������������������������� �

��� ,QWURGXFWLRQ RI 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\ ������������������������������������������������������� �

����� 6SHFLDO &XUYHV ����������������������������������������������������������������������������� �

����� 6SHFLDO 6XUIDFHV ��������������������������������������������������������������������������� �

��� ,QWURGXFWLRQ RI 'LVFUHWH 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\ ������������������������������������������� ��

��� ,QWURGXFWLRQ RI $UFKLWHFWXUDO *HRPHWU\ ����������������������������������������������������� ��

��� 0DLQ :RUN �������������������������������������������������������������������������������������������� ��

� 'HVLJQ RI 6XUIDFHV WKURXJK $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO�������������������������������������������� ��

��� %DFNJURXQG������������������������������������������������������������������������������������������� ��

��� ,GHQWLILFDWLRQ RI $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO �������������������������������������������������� ��

����� $V\PSWRWLF &XUYHV������������������������������������������������������������������������ ��

����� &URVVLQJ $V\PSWRWLF &XUYHV����������������������������������������������������������� ��

����� $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ��������������������������������������������������������������� ��

��� %p]LHU 6XUIDFH ,QWHUSRODWLQJ %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ����������������������� ��

����� 4XLQWLF %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO������������������������������������������� ��

����� %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ,QWHUSRODWLRQ ����������������������������������� ��

����� ,QWHUSRODWLQJ %p]LHU 6XUIDFH RI %L−11 'HJUHH ����������������������������������� ��

��� 5DWLRQDO %p]LHU 6XUIDFH ,QWHUSRODWLQJ 5DWLRQDO %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ��

����� 5DWLRQDO %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO RI 'HJUHH n ������������������������ ��

����� 5DWLRQDO %p]LHU $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ,QWHUSRODWLRQ ����������������������� ��

����� ,QWHUSRODWLQJ %p]LHU 6XUIDFH RI %L�(5n − 7) 'HJUHH ���������������������������� ��

��� %�VSOLQH 6XUIDFH ,QWHUSRODWLQJ %�VSOLQH $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ������������������ ��

����� &XELF %�VSOLQH $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ������������������������������������������ ��

����� %�VSOLQH $V\PSWRWLF 4XDGULODWHUDO ,QWHUSRODWLRQ��������������������������������� ��
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����� ,QWHUSRODWLQJ %�VSOLQH 6XUIDFHV RI %L−13 'HJUHH ������������������������������� ��

� &RQVWUXFWLRQ RI 6SHFLDO 'LVFUHWH 6XUIDFHV������������������������������������������������������������ ��

��� %DFNJURXQG������������������������������������������������������������������������������������������� ��

����� %DVLF 0HVKHV ������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 'LVFUHWH &RQVWDQW 0HDQ &XUYDWXUH 6XUIDFHV ����������������������������������������������� ��

����� &XUYHG 6XSSRUW 6WUXFWXUH ��������������������������������������������������������������� ��

����� 6SKHULFDO 9HUWH[ 6WDU ��������������������������������������������������������������������� ��

����� &RQVWUXFWLRQ 0HWKRG ��������������������������������������������������������������������� ��

����� $SSOLFDWLRQV��������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 'LVFUHWH *HRGHVLF 3DUDOOHO &RRUGLQDWHV ������������������������������������������������������ ��

����� *HRPHWU\ 3URSHUWLHV ���������������������������������������������������������������������� ��

����� 9HUWH[ 6WDU ����������������������������������������������������������������������������������� ��

����� *HRGHVLF 6WULSV����������������������������������������������������������������������������� ��

����� $SSOLFDWLRQV��������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 'LVFUHWH *HRGHVLF 1HWV ��������������������������������������������������������������������������� ��

����� 2UWKRJRQDO *HRGHVLF 1HWV �������������������������������������������������������������� ��

����� ,VRJRQDO *HRGHVLF 1HWV������������������������������������������������������������������ ��

����� $SSOLFDWLRQV��������������������������������������������������������������������������������� ��

��� 'LVFUHWH &XUYDWXUH /LQH 1HWV ������������������������������������������������������������������� ��

����� &LUFXODU 0HVKHV���������������������������������������������������������������������������� ��

����� &RQLFDO 0HVKHV ���������������������������������������������������������������������������� ��

����� ,VRWKHUPLF 0HVKHV ������������������������������������������������������������������������ ���

����� 0RQJH 0HVKHV ����������������������������������������������������������������������������� ���

����� $SSOLFDWLRQV��������������������������������������������������������������������������������� ���

��� 'LVFUHWH $V\PSWRWLF 1HWV ������������������������������������������������������������������������ ���

����� 9HUWH[ 6WDU ����������������������������������������������������������������������������������� ���
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����� *HRPHWU\ 3URSHUWLHV ���������������������������������������������������������������������� ���

����� 0LQLPDO 6XUIDFHV�������������������������������������������������������������������������� ���

����� 6XUIDFHV ZLWK &RQVWDQW 5DWLR RI 3ULQFLSDO &XUYDWXUHV�������������������������� ���

����� $SSOLFDWLRQV��������������������������������������������������������������������������������� ���

��� $OJRULWKP ��������������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� 9DULDEOHV ������������������������������������������������������������������������������������� ���

����� &RQVWUDLQWV /LVW ���������������������������������������������������������������������������� ���

����� 5XQQLQJ 7LPH ������������������������������������������������������������������������������ ���
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� 绪论

��� 微分几何简介

微分几何有着悠久的历史�并与多个领域有着密切的联系�比如计算机图形图像、机

械工程、航空航天等自然科学� 一般而言�微分几何研究 n维流形�但是人们每日接触的

几何主要是低维的�比如 n = 1维的曲线� n = 2维的曲面和 n = 3维的体� 因体的边界仍

然是曲面� 所以微分几何的核心研究对象是光滑的曲线和曲面� 对于曲线或曲面的表达

有很多种方式 >�@�如切平面上的高度函数、局部参数化、&KULVWRIIHO记号、微分形式、活

动标架、黎曼曲面等� 这些表达方式都是研究曲线和曲面微分性质的有效手段�

曲线映射可以理解为一个皮筋从一条直线到一条曲线发生的拉伸或压缩的变化� 其

上的切向量被拉伸或压缩的方式就是曲线的微分� 推广到曲面映射� 则可以理解为一块

橡胶片从一个空间到另一个空间发生的弯曲、扭转、拉伸或压缩等的变化� 其上切向量

被改变的方式就是曲面沿着该方向的微分�

弧长 s、曲率 k、挠率 τ 是刻画曲线形状的几何不变量 >�@�它们通过 )UHQHW标架确定

了空间曲线的形状特征� 'DUERX[标架关联测地曲率 kg�主法曲率 kn和测地挠率 τg�刻画

了曲线在曲面上的形状特征� )UHQHW标架和 'DUERX[标架不依赖于坐标系的选取�是研究

曲线和曲面局部微分性质非常重要的工具� 不同的曲率和挠率值决定了曲线在曲面上的

弯曲程度和几何性质�其中非常重要的三种曲线是测地线 �kg = 0�、曲率线 �τg = 0�和渐

近线 �kn = 0��

����� 特殊曲线

测地线

曲面上两点间最短距离的线是测地线 >�@� 例如� 如果在一个凸曲面上的两点拉伸一

个皮筋�则皮筋一定会沿着曲面上的测地线路径 �如图 ����左�� 平面和球面的测地线都是

平面曲线�这也构成了平面和球面的特征�即如果曲面上的每条测地线都是平面曲线�则

曲面是平面或球面的一部分�
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图 ���� 曲面上测地线�

)LJ� ���� *HRGHVLFV RQ VXUIDFHV�

类似于 *DXVV曲率只依赖于曲面的度量�测地曲率只依赖于曲线的度量�是等距变换

下的不变量� 测地线的一个简单性质是它具有常速率�即假设曲线 U(t)是曲面 6上的一

条测地线�对速率 v = ‖U′‖进行简单的平方再微分得 (v2)′ = 2U′ · U′′ = 0� 这样 U′′ = �是

判断欧式几何中曲线 U是曲面上的测地线的主要特征方法� 一个简单的例子是曲面上过

点 S,T的直线 U(t) = S + tT�因为满足 U′′ = �故是一条测地线�

另一个例子是旋转面上的曲线� 假设一条单位速率参数曲线 U(u) = (g(u), h(u), 0)�

绕 x�轴旋转得到的曲面参数化方程为 6(u, v) = (g(u), h(u) cos v, h(u) sin v)� 满足 E =

6u · 6u = 1, F = 0, G = 6v · 6v = h2 > 0� 经计算� 6uu 垂直于曲面切平面� 则说明

曲面上所有经线都是测地线 �如图 ����中�� 也可以通过唯一性证明位于旋转面的同一

条经线上的两个点的极小距离即是以这两个点为端点的经线弧长 >�@� 如图 ����中展示

的是三次 $JQHVL曲线� U(u) = (2 tan u, 2 cos u2, 2 cos u2)绕 x�轴旋转得到曲面 6(u, v) =

(2 tan u, 2 cos u2 cos v, 2 cos u2 sin v)�这里 g(u) = 2 tan u, h(u) = 2 cos u2�

研究曲面上的测地线�特别是任意旋转面上的一般的 �非经线或纬线�测地线的性质�

&ODLUDXW关系式是非常重要的参考� 它表示的是旋转面上的任一光滑测地线满足以下关

系式�

U(t) cosα(t) = FRQVW�, �����

其中 U(t)是测地线到旋转轴的距离� α(t)测量了测地线和纬线之间的夹角� 实际上该关

系式来源于正交曲面上的 &ODLUDXW 参数化的构造� 如果 6(u, v) 是 u�&ODLUDXW 参数化� 曲
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线 U(t) = 6(u(t), v(t))是单位速度测地线� 则 &ODLUDX关系式是常数
√

G cosα� 这也说明

曲线 U不能离开曲面上满足 G ≥ FRQVW�2 的区域� &ODLUDXW参数化与测地线密切相关� 如

果 Ev = 0, Gv = 0� 则正交曲面片 6(u, v) 是一个 u�&ODLUDXW 参数化� 类似地� v�&ODLUDXW

参数化的条件为 Eu = 0, Gu = 0� 反之� u�&ODLUDXW曲面片的 u�参数线是测地线� 而一般

情况下 v�参数线 6(u0, v) 并不是测地线� 否则� 需要测地方程满足 Gu(u0)/E = 0� 当且

仅当 Gu(u0) = 0� 特别地� 针对上面的旋转面方程 G(u) = h(u)2� 在 u = u0 的 v�参数

线是测地线�则要求 h′(u0) = 0� &ODLUDXW关系式是判断在离散旋转面上构造测地参数线

的质量评价标准�本文将其应用于离散测地平行坐标系参数网近似旋转面的效果说明上

�见 � �������

尽管通过曲面上两点间最短弧长定义测地线是找测地线的主要想法�但是这个定义

本身并不严格� 因为不是每条测地线都是面上两点间最短的路径� 比如球面上的两点间

的测地线就不止一条� 实际是两条均位于这两点所确定的大圆上的两段弧线� 其中大于

半圆长的测地线却并不是面上两点间最短的那条�如图 ����右球面上两绿点之间的大弧

线 �红色�也是测地线�

这也说明测地线可能是条封闭曲线� 这样�由于这种直观的定义的不严谨性�在找寻

曲面上的测地线时�就会使用测地线的数学描述�即曲面 6上的测地线 U满足在线上的每

一个点主法向量与曲面在该点的面法向量一致� 也就是说� 线上的每一点处的测地曲率

为零� 反之�如果曲面上的一条曲线上的主法向量与曲面在该点的法向量一致�或线上所

有点处的测地曲率 kg = 0�则曲线为曲面的测地线� 显然�曲面上的任意直线都是曲面的

测地线�

曲率线

曲面 6上的曲率线 U具有如下等价定义 >�@�

� U在曲面 6上某点的切方向为曲线在该点曲率取极大或极小的方向�

� U具有零测地挠率 �τg = 0��

� 沿着 U的面法向量构成的曲面是可展的�
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曲面上的曲率线成对出现� 是唯一确定的� 构成过非奇点和非平点的正交曲率线网�

特殊地�在由双曲点形成的区域�曲率线网和渐近线网互为对角线�曲率线是共形映射和

0öELXV变换下的不变量� 对于平面和球面�其上任何曲线都是曲率线� 其他常见的例子如

旋转面上的子午线和平行线�可展曲面的直母线和其正交轨线�蒙日曲面的母线和准线�

杜邦环面的圆线等�

渐近线

曲面上的渐近线具有零法曲率 �kn = 0� >�@� 这也就意味着�曲线每点处的切向量和曲

面在该点处的法向量张成的曲面与曲线的密切平面正交�即等价于密切面和切平面重合�

渐近线只能经过曲面的双曲点或者抛物点�且过这样的点分别只存在一条或两条渐近线�

最简单的例子是曲面上任意一条直线都是曲面的渐近线� 对于可展曲面� 其上的渐近线

只能是直母线�

渐近线与极小曲面密切相关� 极小曲面在每个点处具有零平均曲率� 则对于非平凡

极小曲面�每个点都必须是双曲点� 曲面上曲线切于渐近方向的曲线就是渐近线� 在极小

曲面上�渐近线形成正交曲线网 �如图 ����左列��而且与主法曲率线网是互为对角线的关

系� 在每个双曲点处�曲面的法向量与渐近线的副法向量共线�故极小曲面的等距面由正

交渐近线的副法向量生成 �如图 ����中列�� 极小曲面一个特殊性质是其 *DXVV映射是共

形映射�即 *DXVV球像也是正交曲线网 �如图 ����右列��

从给定的边界线构造光滑的曲面是经典的曲面造型问题�许多研究关注插值特殊曲

线的曲面重构� 大多数被插值的曲线都是测地线或曲率线 >�±��@� 对插值给定渐近边界四

边形的曲面的构造还没有被研究�而渐近线在建筑上具有潜在的应用价值 >��±��@� %D\UDP

等 >��@ 和 $WDOD\等 >��@ 受渐近线应用在建筑设计上的启发�分别构造了过一条渐近线的参

数曲面和判定插值一条渐近线的曲面族� 不过这些插值都只是关于至多两条渐近线的研

究� 且大多数曲面是直纹面� 如何推广到构造过封闭渐近线的一般光滑曲面是值得研究

的几何问题�
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图 ���� 极小曲面正交渐近线参数网�

)LJ� ���� 2UWKRJRQDO DV\PSWRWLF SDUDPHWUL]DWLRQ RQ PLQLPDO VXUIDFHV�

����� 特殊曲面

可展曲面

可展曲面是微分几何中的非常重要研究内容� 也是实际应用最广泛的曲面� 只因它

们局部等距于平面�即可以由平面弯曲或扭转而没有拉扯变形得到 �如图 ����左��

图 ���� 等距变换�

)LJ� ���� ,VRPHWU\ GHIRUPDWLRQ�
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几何上讲� C2 光滑的可展曲面具有零 *DXVV曲率 >�@� 直观的结果是曲面的 *DXVV像

是单位球面上的点或者曲线这样至多一维的图像� 本质上可展曲面是直纹面且满足沿着

直母线具有相同切平面这一特性的特例�即当直纹面

6(u, v) = (1 − v)D(u) + vE(u)

对于所有的 u在点 6(u, 0) = D(u)和 6(u, 1) = E(u)具有相同切平面时的曲面�满足

d(u) := det(D − E, D′,E′) = 0,

这等价于存在辅助的沿着直母线的法向量域 Q(u)使得

< Q,E − D >=< Q, D′ >=< Q,E′ >= 0.

这样的直纹面也被称为无挠曲面 �WRUVDO�IUHH VXUIDFH� >��@� 因此�可展曲面的局部是一片平

面或无挠曲面�

非平面的可展曲面依据直母线方向的不同有三种不同分类 >�@� 当直母线平行时是柱

面� 当直母线相交于一点时是锥面� 剩余其他情况� 当直母线相交于一条曲线时是切线

面� /HRSROGVHGHU等 >��@曾用锥样条曲面近似可展曲面� 无挠曲面可以由简单曲线构造�它

可以是曲率线和与之平行的 %LVKRS框架构造 >��@� 也可以由测地线和它的 )UHQHW框架构

造 >��@� 对于一般的可展曲面�可能有无穷多不同的平面或无挠面组成 >��@�

以上是可展曲面的数学定义�由于可展曲面高度非线性的代数表达�在 &$'系统进

行几何造型�除了通过对边界线进行扫略得到可展曲面外�其他方法均不易实现构造�

从给定的边界线构造可展曲面属于曲面插值问题�这一类数学研究是直接利用以上

数学表达进行的� 这样得到的可展曲面因边界线的特殊几何性质而具有理论和应用上的

价值 >�@� $XPDQQ>�����@ 和 0DHNDZD等 >��@ 构造了边界线位于平行平面的样条可展面�基于

:DQJ等 >��@ 参数表示的过给定空间测地线的曲面� =KDR等 >�����@ 提出了可展曲面过给定

测地线的条件� 随后 /L等 >���@找到了可展曲面满足插值测地线或曲率线的等价数学表达�

除以上工作之外�对可展曲面的数学研究文献也非常丰富� /DQJ等 >��@提出了任意次

的有理 %p]LHU曲面可展性的条件� &KX等 >��@讨论了 %p]LHU曲面可展性的条件并给出了不
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超过三次的显式限制条件� 之后 &KX等 >��@继续给出了构造样条曲面可展性的自由度� 基

于平面四边样条面 >��@� 3RWWPDQQ等 >��@通过优化目标函数得到的近似样条可展面等� 不同

于以上构造方法�还可以使用对偶表示方法建模�其中可展面被表示成切平面的包络�则

可以看成空间曲线的射影对偶 >��@� 这一观点被 3RWWPDQQ等 >�����±��@详细讨论� 3HWHUQHOO >��@

用它求解拟合问题�但是它也存在弊端�即这种表达不够直接且很难控制奇异点�可展曲

面还被建模成了函数图像�如 &KHQ等 >��@试图通过多项式函数构造不含奇异点的柱面�但

是却并不容易分析可展面显著的几何性质� 6RORPRQ等 >��@探索了从平面区域到可展面等

距变形过程中可能出现的形状等�

可展曲面在数学理论和实际应用上都起着非常重要的作用�一方面因为其理论的丰

富性得以广泛应用�反之又从实际应用的需求中找到其理论研究的必要� 这样�可展曲面

成为理论与应用间重要的连接点� 探索其几何和物理性质也是有趣的发现�

可展曲面在几何设计和工业制造上随处可见� 比如船壳 >��@ 和服装 >��@ 等� 这种曲面

可以非常容易获得�只需要将类似于纸板、金属薄板等平的材料经过不拉扯或撕裂的变

形便可得到各种形状� 1DUDLQ等 >��@使用可展面模拟了现实材料行为�在增强现实 >��@、�'

重构 >��@、网格分割 >�����@等方面�也能看到可展曲面的应用�

对于低次数光滑拼接的可展曲面�比如 C0, C1 光滑拼接的可展曲面研究�是自 +XII�

PDQQ>��@ 的工作之后新的热门研究领域� 这些几何见解也促使了更多优美的数学模型的

构造 >��±��@� 关于低次数可展面造型的活跃研究是折纸 �RULJDPL�� 折纸研究本质上一种组

合几何学� 折纸技术早已突破传统的手工制作�一张纸在 /DQJ>��@的计算设计下已经是结

合数学和文化的艺术品� 折纸研究已经开始应用在艺术设计、建筑结构、医疗设备、机

械制造、甚至太空领域如宇宙飞船太阳能板、太空折叠望眼镜 >��@ 等� +XIIPDQQ>��@ 对纸

张的局部数学行为的探索启发了后续对光滑折叠纸张的条件的确定 >��@�即折痕曲线的内

蕴曲率关于临近的可展条带面必须一致才能保证它们在可展状态下兼容的很好� 不过关

于折纸的几何性质�更多是 C0 连接的可展曲面� 重复进行折叠得到的最终曲面是分片可

展的�

计算折纸 >��±��@ 是目前广泛研究的内容� 特别地� 7DFKL>��±��@ 构造了刚体折纸模拟器�

� � �



建筑几何中的网格与光滑曲面构造

0LWDQL>��@ 使用软件生成了具有旋转对称性质的折纸模型� 在计算折纸研究中占有重要的

地位是弯曲折叠 �FXUYH IROGLQJ�>�����@�它们通过折叠蚀刻着曲线折痕的平板获得精美的自

由型形状 �如图 ���>��@�� 艺术家和设计者在创造的过程中只考虑静态的曲曲面�提出了大

图 ���� 折纸模型�

)LJ� ���� 2ULJDPL PRGHOV�

量有趣的折叠图案� 但是同时折叠带有多个弯曲折痕的平面达到预想的图案并不容易�

.LOLDQ>��@等提出了借助弦网的办法折叠曲面�极大地简化了创作的过程�同时折叠动态过

程不失设计的美感� 直的折叠纸张折痕是一条直线�也是曲面的测地线�弯曲折叠的折痕

是纸张上任意的曲线� 后者比前者更为严格� 因为沿着测地线进行的折痕还可以对曲面

进行进一步的弯曲�而通过曲线分割曲面为两部分�然后对曲线的一侧进行曲面折叠�局

部上就直接决定了另一侧的形状 >��@� 因此�弯曲折叠介于微分几何中 C2连续的可展曲面

与组合学中折纸折叠之间�且与它们密切相关联�

常平均曲率曲面

常平均曲率曲面 �简称&0&�指曲面的平均曲率H = (k1+k2)/2不随主法曲率 k1, k2

改变的曲面� 经典 &0&曲面有 XQGXORLG� WULQRLG和 WHWUDQRLG曲面�如图 ���� 当平均曲率

H = 0时� &0&曲面退化为极小曲面�

经典的 3ODWHDX 问题就是构造插值封闭边界面积最小的曲面� 常平均曲率曲面是现

实中如肥皂泡、轮胎等膨胀薄膜表面的数学表示�它们的曲率行为对应由压力差引起的

� � �
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图 ���� 常平均曲率曲面�

)LJ� ���� &RQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFHV�

静态平衡形状� 极小曲面是一种特殊的常平均曲率曲面� 对应现实中压力差为零的肥皂

膜曲面� 最简单的多项式极小曲面是 (QQHSHU曲面�

x = x(u, v) = 3u + 3uv2 − u3, y = y(u, v) = v3 − 3v − 3u2v, z = z(u, v) = 3
(
u2 − v2

)
,

其中等参线 u, v 是曲面的渐近线�其对角线是曲面的主法曲率线�二者都是三次曲线� 图

���展示了 u, v取不同区间值的一组 (QQHSHU曲面�

图 ���� (QQHSHU曲面�

)LJ� ���� (QQHSHU VXUIDFHV�

类似 3ODWHDX这类找形问题�许多推广变形问题在近些年被广泛研究� 比如�插值封闭

或开放的一条或多条曲线构成特殊曲面�该曲面自然具有过这样的曲线的性质�

旋转曲面

旋转曲面是曲线绕固定轴旋转得到的曲面 �如图 ����� 其具有非平凡的 .LOOLQJ�域的

特征� 该域是黎曼流形上保度量的向量域� 简单来说� 由 .LOOLQJ�域生成的流形会产生对

称性� 沿着 .LOOLQJ�向量方向移动物体上的每个点之后得到的物体上的距离没有被改变�

� � �
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图 ���� 旋转曲面�

)LJ� ���� 5RWDWLRQDO VXUIDFH�

例如�圆上指向逆时针方向且在每个点处都有相同的长度构成的向量域是一个 .LOOLQJ�向

量域�因为圆上的点沿着这个向量域只是相对于圆而言只是进行了旋转�

等距变换是对曲面进行非拉扯的弯曲变换� 几何上会保证曲面上的任意两点间距

不变和任意两线夹角不变� 图 ���分别对平面和旋转面进行等距变换得到不同的曲面�

*DXVV 绝妙定理说明 *DXVV 曲率只依赖度量 E, F, G� 是等距变化下的不变量� 对于两个

等距面上的任意对应点处的 *DXVV 曲率都相同� 一个简单而重要的例子是对直圆柱进

行沿着直母线方向的切割和不拉扯的放平展开� 得到的是一个平面� 二者局部上具有相

同的几何� 即相同的零 *DXVV 曲率� 不过值得注意的是� 结论反之却不一定成立� 即具

有相同 *DXVV曲率的两个曲面却可能具有不同的度量也因此并不等距� 例如� 参数曲面

6(u, v) = (u cos v, u sin v, v)�如图 ����左�和参数曲面 6(u, v) = (u cos v, u sin v, ln u)�如图

����中�具有相同 *DXVV曲率 K = −1/(1 + u2)2 和俯视图 �如图 ����右��但是二者却具有

不同的度量�不能通过等距变换得到彼此�

图 ���� 具有相同 *DXVV曲率却不等距的两个曲面�

)LJ� ���� 7ZR VXUIDFHV ZLWK VDPH K EXW QRW LVRPHWULF WR HDFK RWKHU�
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除了 *DXVV曲率这个等距不变量外�测地线也是等距变换下的不变量�具有等距变换

前后都是所在平面的测地线的特性� 对于平均曲率�等距变换前后却不一定保持不变�仍

以直圆柱和其等距平面为例� 平面的平均曲率是零� 但是直圆柱的平均曲率是平行圆半

径的倒数� 说明平均曲率并不是等距不变量�

微分几何注重理论分析和性质研究�对曲线或曲面的代数表达具有很强的依赖性�一

旦形式确定�则得到的曲线和曲面就具有唯一性� 计算几何中的 %p]LHU、%样条、185%6

都是基于基函数或权因子确定的曲线或曲面的代数表达�它们通过控制顶点或节点向量

在几何形态上有直观的体现� 幸运的是�调节曲线或曲面的次数、控制顶点坐标、节点向

量等可以实现对曲线或曲面的可视化交互造型� 但是直接操作曲线或曲面上一点或局部

片段进行自由构造仍具有很强的局限性和复杂性� 离散微分几何利用局部性质保证了很

好的全局特征� 没有唯一固定的表达结构�在交互探索方面有很大的可能性� 它突破了传

统几何对形式的限制要求�不拘泥于表达和坐标系的建立更在乎多边形或网格的几何特

征�是自由造型和几何处理的强有力工具�

几何处理的方法并没有和曲面的物理表达密切相连�比如纸板或金属板的变形� 它

们主要考虑的是光滑可展曲面的离散化几何结构�这些理论的基础就是离散可展曲面模

型� 离散几何理论为分析描述和计算提供桥梁� 对离散微分几何的研究也充满实际意义�

��� 离散微分几何简介

早在 ����年� %HOO >��@ 提到当今数学的主要任务是融合连续和离散为综合的数学并

消除二者的模糊之处� 这一观点在几何研究中得以体现� 尽管经典微分几何强调着光滑

连续的条件�但是人们在想象和应用其中的几何理论时�仍然是离散化的形式�

离散微分几何恰好出现在微分几何和离散几何交界处� 是经典理论的推广� 它研究

光滑几何的离散等价性质�为处理离散曲面表示提供了具有吸引力的工具� 近年来�离散

微分几何在几何建模中越来越受到重视�被广泛应用在很多领域�如计算机生物、计算机

图形学、工业设计、建筑几何、和数字几何加工等�

离散微分几何是传统微分几何的离散化形式� %REHQNR和 6XULV>��@ 整体而详细地介

绍了该理论� 它考虑离散物体的各个方面�如多边形、多面体面、非多面体网格等�在纯
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数学、物理、计算机图形学、建筑等领域有一系列的应用�

离散微分几何不只是单纯地对光滑物体的离散近似�而是尽可能忠实于微分几何本

身� 不同于传统数值分析为了消除极限细分后的近似误差�离散微分几何更强调“仿真”

的概念� 即无论网格元素的大小而精准地保持几何系统的核心性质� 如同模拟机械系统

的算法为了精准地保证物理不变量 �如完全能量函数��离散几何的保结构模型旨在精准

地保持几何不变量 �如全局曲率��

总之�将现有成熟经典的光滑理论转化为离散定义应该能够充分灵活地探索大量的

形状变化�同时兼容光滑曲面的重要性质� 优良的离散化几何表示具有的特性应该有如

下几点�

� 要保持几何结构� 忠实其表达的几何意义� 比如其对应的某种变化下的几何不变量

等�

� 尽量收敛于光滑的情况�即在保有离散几何性质的同时�通过细分、取极限得到的是

光滑的性质�

� 无论是表达还是构造都尽可能简单�

对离散可展曲面的定义主要是基于正则四边网 �如图 ����� 但是更多是考虑局部条

件� 因为要求满足全局四边网曲面不能轻易地改变其几何形状� 平面四边条带面是光滑

图 ���� 离散可展曲面�

)LJ� ���� 'LVFUHWH GHYHORSDEOH VXUIDFHV�

可展曲面的自然的离散化对应� 它们能等距地变平且有很好的直母线向量 >��@� 且由它们

建立的无挠曲面 >��@ 可以看成是离散可展共轭网 >��@� 细分这些四边网的极限就是光滑可
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展曲面� :XQGHUOLFK>��@ 通过使用测地线参数化的共轭网建立离散 9RVV 曲面� 受此启发�

5DELQRYLFK等 >��±��@去掉共轭条件转而使用正交测地网建立了离散可展曲面� 该网格集中

的对象也是四边网格� 它简单、局部、不需要指定直母线方向�特别地�还能构造一系列

独立于无挠面或平面的可展曲面的等距变形� 其形状空间内的连续变换允许任意弯曲、

拉扯、切割、弯曲折叠、以及细分等编辑操作 >��@�丰富了离散可展曲面的灵活变形�

除了使用四边网格构造离散可展曲面外 >��@�应用三角网格构造离散可展曲面的研究

也不在少数� 例如0LWDQL等 >��@用可行的切割和形状展开计算三角网� :DQJ等 >��@为了构

造一整个可展曲面变形三角网� )UH\>��@用三角网构造 EXFNOHG曲面等�

若从离散三角网格局部格点星考虑�一个看似自然的定义是角误差 �DQJOH GHIHFW�为

零或消失的格点*DXVV向量� 但是这些高度不规则的局部几何结构很难定义直母线� 同时

这只是一种离散可变平 �GLVFUHWH IODWWHQDEOH�定义而全局并非是离散可展的� 因此只能满

足局部是平的� 不能保证法向量收敛� 全局网格还可能存在噪点� 例如褶皱的纸张 >��@�如

图 ������

图 ����� 褶皱的纸张是离散可变平的但不是离散可展的�

)LJ� ����� &UXPSHG SDSHU LV GLVFUHWH IODWWHQDEOH EXW QRW GHYHORSDEOH�

一个有效的办法是采用含有铰链 �KLQJH�的局部格点星结构的三角网格 >��@� 在每个

格点星处两个平面相交于一条直线段�即为铰链线�线两侧的平面各含有三个共面角�两

个面法向量共面或者说它们的外积与铰链线共线� 该三角网格化的离散可展曲面既满足

局部可变平条件�又自然地指定了直母线 �即铰链线�方向� 这种用简单的几何设定建立
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了可展性的数学和计算基础�可以有效地应用到分片可展近似模型上�

基于离散可展曲面相同的观点�还可以考虑曲面的半离散可展性 >��@� 半离散曲面是

从一个离散光滑的参数到 R3中映射�

f : Z × R ⊃ U −→ R3

(k, t) −→ f(k, t).

可见一个半离散曲面包含曲面条带面 �如图 ������这些条带通过用直线段 �灰色�连接相

邻光滑曲线 �红色�上的对应点得到�

图 ����� 半离散曲面�

)LJ� ����� 6HPL�GLVFUHWH VXUIDFH�

半离散曲面是离散微分几何的一部分�一方面从曲线变换的观点它可以看成曲线的

离散演化或多边形的光滑演化�另一方面�是对一系列合并的条带面的近似或覆盖� 常见

的半离散曲面包含半离散常平均曲率曲面 >��@�半离散等温面 >��@ 等�其实际应用主要为推

广后者理论概念到制造现实世界的建筑物体的自由型曲面上 >��@�

光滑可展曲面是 (1 × m)次张量积样条曲面�可被视为半离散曲面 >��@�即由直线沿着

简单的曲线不连续的正交扫过的轨迹� 据此� 许多对可展曲面的变形处理都是通过显示

表达其直母线 >�����@� 例如�通过连接直纹面的两条 %p]LHU曲线满足一族二次方程保证沿

着直母线的常法向量构造可展曲面 >��@� 还可以通过利用简单的直母线扫过简单的测地线

生成无挠曲面 >��@� 沿着多个直折痕近似光滑可展曲面进行折叠是基于折纸编辑系统的办

法�也是依赖于直母线的表示 >��@�
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��� 建筑几何简介

建筑几何 >�����@是近些年新兴的一个研究领域�它来源于当代建筑设计中与几何复杂

结构相关联的几何问题� 它结合了应用几何和建筑�着眼于设计、分析、制造过程� 几何

计算涵盖许多分支� 建筑也涉及到很多交叉领域� 建筑几何恰好是密切联系几何和建筑

的新兴领域� 几何是建筑设计的核心�从初始的找形阶段到实际建造�它无处不在� 离散

几何是精确的几何定义和实际图形表示的主要媒介� 现代计算技术为真实的几何表达带

来变革� 突破传统几何方法呈现几何形状的局限性� 现代建筑充分利用急剧增长的设计

可能性� 挑战工程和设计上的规模和建造技术� 而扎实的几何理解能有效的处理这些挑

战问题�

����年左右�几何处理研究人员明显地发现自由形状建筑设计包含许多几何本质的

问题有待解决� 而且许多优化问题也需要几何解释� 建筑几何因涉及图形和几何处理而

产生了有趣的新问题和新目标�其中数值优化作用很大� 建筑几何挑战着数字时代的建

筑行为，它受微分几何、拓扑、分形几何等领域影响� 建筑几何的研究涉及到许多领域�

对数学家而言� 它与离散微分几何关系密切� 特别是从积分系统角度来看� 另外� 新的应

用实现了许多过去建立的概念� 总之� 建筑几何对理论研究发展方向和实际建筑行为都

有意义非凡的作用�是值得研究的领域�

在现实世界中�可展曲面随处可见�它们经常是由平薄的板材弯曲得到�这使得它们

在制造 >��@、建筑 >��@ 和艺术 >��@ 上获得了极大的关注度� 有了这些可见的现实需求�设计

自由型可展曲面就成了计算机图形学、计算机辅助设计和计算折纸等领域上近几十年热

门的研究话题� 早期特别重要的代表建筑师是 )UDQN 2�*HKU\>��@�他使用 &$*'技术基于

物理模型进行数字重构�其众所周知的建筑风格是使用金属材料做近似可展曲面的造型

�如图 ������

自由形状是当代建筑设计的主要趋势之一� 随着技术的发展� 越来越多的地标性建

筑拥有复杂几何特征的表面和结构� 如格拉茨美术馆创造了类生物形状自由曲面 �如图

�����左�� 解构主义大师——扎哈 ·哈迪德的一系列建筑作品� 如位于因斯布鲁克的缆车

站 �如图 �����中��以及布拉格的跳舞楼 �如图 �����右�等�
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图 ����� )UDQN *HKU\代表建筑作品�

)LJ� ����� 7\SLFDO DUFKLWHFWXUH E\ )UDQN *HKU\�

图 ����� 自由建筑表面�

)LJ� ����� )UHHIRUP DUFKLWHFWXUDO VNLQ VXUIDFHV�

建筑上利用现有工具进行自由曲面造型在实际建造上是个挑战� 必须将表皮分解成

可制造的面板� 提供适当的支撑结构� 满足结构约束� 最重要的是确保成本不会过高� 实

际上许多非常重要的问题本质在于几何� 因此� 建筑应用引起了几何建模和几何处理的

注意� 建筑几何的目的是从几何设计与计算机图形学的角度来看这个领域� 重点不在由

工程师以巧妙的方式运用最先进的技术实现的设计�而是超越当前标准工具的研究贡献�

建筑几何的根基是微分几何和计算几何� 解决建筑几何问题的两个最重要的研究方

法是离散微分几何和数值优化� 从离散微分几何角度处理一个问题的关键是如何成功地

初始化和求解数值优化问题� 建筑上�合理化 �5DWLRQDOL]DWLRQ�是用适合建造的曲面近似

理想设计曲面 >��@� 通常合理化比曲面的 �'建模更难� 能自动生成可建造结构的数字模

型比基于合理化的流行方法可能更有效� 但是后者包含更多未解的问题� 同时也超过了

建筑范围� 因为弯曲的曲面需要更高的成本� 所以用钢化玻璃实现的自由形状的表面通

常是由直线结构或者平板构成� 取得如平面面的几何结构需要用到全局优化� 各种数值

� �� �
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方法被使用求解此类问题�如约束极小、非线性最小二乘法、拉格朗日法等�

实现一个大的、完全光滑的双弯曲自由曲面造型是个挑战� 如果简化建筑表面形

状� 用具有特殊几何性质的非完全自由的结构建造� 如合理规划的平面四边网 �3ODQDU

4XDGV�34��则问题会简单许多� 这自然而然就离不开网格模型�数学上�就是对离散微分

几何的理解和应用� 十年前 34的研究 >�����±��@ 标志着受工程和建筑引发的问题研究的起

点�同时又促进离散微分几何的发展�

实现建筑自由几何的主要问题是建造元素的多元化� 不过也存在各种获取重复元素

的的方式 >��@� 当用嵌板构造时�误差相对比较大可以允许重复的嵌板出现� 如果将结构进

行切割分片考虑�大多数边、角、大小等都是不同的元素� 优化具有重复性元素的自由形

式是一项艰巨的任务�甚至有时是不可能的� 但有时某些结构是存在相同点和相似点的�

即使不同的元素可能不是全等的� 但却可能是由相同的模具或机械配置生产出来的� 结

合几何表示和构造过程能帮助我们分析哪些部分具有、并如何具有重复性结构�为初期

精确分析建筑结构和新的模型的确立提供了思想指导�从而简化构造过程�节省成本� 据

我们所知� 设计的内蕴重复性质是简化建筑自由型表皮构造的新的研究方向� 常见的重

复性元素包括节点、梁和框架、面板等 �如图 ������

图 ����� 具有重复元素的建筑结构�

)LJ� ����� $UFKLWHFWXUDO VWUXFWXUHV ZLWK UHSHWLWLYH SDUDPHWHUV�

��� 本文主要工作

本文的工作主要受建筑上的应用的启发� 旨在构造具有不同几何性质的自由曲面�

这些曲面结构有的是连续的�有的是离散的�最终目的都是为了指导实际建筑上的应用�

� �� �
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在第二章� 本文推广曲面插值测地线或曲率线的几何问题� 实现插值渐近四边形的

曲面构造� 分别构造低次数的张量积 %p]LHU曲面 � � ����、有理 %p]LHU曲面 � � ����和 %

样条曲面 � � �����使其插值于给定角点数据下的渐近四边形曲线�该构造兼容工业 &$'

系统� 主要构造过程包括以下几个步骤� 首先分析一片以渐近线为边界的曲面的局部性

质作为渐近四边形的判定条件� 然后通过极小化限制能量函数� 对给定的初始边界数据

优化确定剩余自由度而获得渐近四边形� 最后优化薄板样条能量函数获得光滑曲面� 本

项研究除了具有数学意义之外�应用于填充给定边界渐近线构造防水光滑曲面的构造也

具有建造上的指导意义�

在第三章� 本文基于网格的局部性质� 研究不同离散网格的几何性质在建筑上的

应用�

在 � ���� 本文引入离散常平均曲率曲面� 该网格是正交网� 关于主法曲率线网对称�

具有指定常半径的球面格点星�即每个格点处的相邻五个点共球� 当球面半径无穷大�五

点共平面时�离散常平均曲率曲面退化为极小曲面�此时参数线网是渐近网 � � ����� 沿着

网格的法向量可以生成离散可展曲面� 这样的离散网格结构为现实网壳结构的建立创造

了条件� 依据格点星的情况� 可以使用两族平的钢薄片彼此正交地垂直安放到该离散参

数面上� 其中离散常平均曲率曲面对应的是圆弧状的薄片边线� 而离散极小曲面对应的

是平直的矩形薄片边线� 这些弯曲的或直的边线是可展支撑结构的测地线� “渐近网壳

结构”就是应用该方法建造的实例� 其设计上存在的大量重复元素为加工、运输、集装、

制造提供了便利�

在 � ����本文引入并研究一种新型的四边网格——离散测地平行坐标系参数网� 它

离散化了一种特殊的参数曲面 f(u, v)�其中一族等参线 v = const.是测地线�另一族等参

线 u = const.是其正交轨线� 测地平行坐标系分割曲面为一组条带面�控制条带宽度可

以有效的获得具有常宽度的条带或全等的条带面� 该网格推广了用两族正交测地线刻画

的离散可展曲面的研究 >��±��@ � 不同于他们着重构建全局可展曲面�本文关注测地线族的

构造� 这些测地线对后续指导测地网壳结构和测地条带宽度起着重要的作用� 不仅可以

实现可展曲面建模�还可以构建等距于旋转面的曲面� 在建筑应用上�这种旋转条带面结

� �� �
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构能被应用在测地网壳、包层和嵌板等�

在 � ����本文探索从局部格点星角度构造的一般测地线网� 具有常距离的测地网面

是可展曲面� 推广该离散正交测地网 � � ������构造离散等角测地网 � � �������同样也是

离散可展曲面� 后者兼具测地线网和可展曲面的特性�在网格样式上具有更强的操控性�

在类 )UDQN *HKU\的建筑可展曲表面的构造上有更多的选择性�

在 � ���� 本文实现离散曲率网模型构造� 如圆网 � � ������、锥网 � � ������、等温网

� � ������、蒙日网 � � ������� 这些离散网格和锥面联系在一起�在界面上具有美观性�它们

反映了曲面的基本形状特征�所以从美学角度很受设计者的欢迎� 建筑上�主法曲率线可

以引导力流从而安放梁柱作为表面的支撑结构�

在 � ����本文利用平面格点星四边网构成渐近线参数网� 特殊地�正交渐近线参数网

构成极小曲面�这也是离散常平均曲率曲面 � � ����的退化形式� 推广到等角渐近线参数

网� 得到具有常主法曲率比的离散 :HLQJDUWHQ曲面� 其存在的实际应用价值源于常主法

曲率比的曲面是具有单参数的二阶曲面元�这在现实建造中可以使用较少的模具构造建

筑表皮�从而实现节省成本的目的�

在 � ����介绍本文利用 *XLGHG 3URMHFWLRQ算法设计离散网的计算信息�

第四章主要研究在第三章基础上构造的离散网格的建筑应用�

在 � ����充分利用算法在交互变形上的优势�本文研究自由曲面结构� 自由曲面造型

是建筑几何的研究方向� 满足几何和实际意义的网格交互变形是设计的主要手段� 几何

模型的交互设计更注重对几何形状的探索� 不局限于曲面真实对应的代数表达� 也没有

必要事先知道预构造的曲面结构的精确方程� 这种灵活性的探索� 只依赖于几何性质满

足的限制条件�最终的结构也受到交互者的构造意图、美学和空间感知的影响� 采用交互

式的设定减少对曲面可能的变形的限制� 从设计者的角度来说� 更直观的方式是采用曲

面上局部点作为把手进行编辑变形�而不是全局上的变形�

在 � ����基于离散的 -DFREL微分方程�控制常宽度的条带面构造近似可展曲面� 测地

条带模型具有防水组成部分的可展曲面条�它们的平面展开几乎是直的� 实现用可展木

条包层建筑的渲染构造�
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在 � ����对离散测地平行坐标系参数网�本文应用等宽度条带面构造等距于旋转面

的曲面� 条面的宽度一般来说不是常数�所以不同的条面会有不同的展开面� 不过�仍然

存在曲面的所有展开条面是彼此全等的� 其中一个例子是旋转条面模型� 首先沿着正则

排列的平面进行过旋转轴的切割� 然后连接柱状条面构成的连续切片� 这种旋转条带面

模型的各式等距变形本质上都只与被分解的一个平的条面具有相同的性质� 等距于旋转

面具有显著的内蕴对称性�它极大意义上扩展了用可弯曲材料如金属板等进行建筑表皮

嵌板的可能性� 为了有效地节省成本的同时探索自由建筑表面� 本文已经不局限于只使

用可展面进行构造了� 而是能从旋转面的一部分构成的一些模型生成双弯曲的面板� 本

文应用离散测地平行坐标系参数面能构造类 )UDQN *HKU\风格的自由建筑表面 �如渲染

效果图 ������金属材质的表皮不是可展曲面�而是由四个等距于同一个旋转面的曲面片

组合而成�

在 � ����本文继续研究离散测地平行坐标系参数网的测地性质� 利用离散测地平行

坐标系的测地线族特性对任意自由曲面近似�实现曲面在整体上的离散测地坐标参数化�

提取测地线族构造测地网壳结构� 使用细长直的平木条进行实际构造�

在第五章�总结本文主要工作、研究创新点和未来在面向建筑设计方面值得的研究

内容�

图 ����� 类 *HKU\自由建筑表面�

)LJ� ����� )UHHIRUP DUFKLWHFWXUDO VNLQ OLNH )UDQN *HKU\¶V�
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� 插值渐近四边形的曲面构造

��� 研究背景

插值给定曲线为其边界线的曲面构造一直是 &$*'和 &$'研究的重要内容之一 >�@�

目前插值给定曲线为其测地线或曲率线这样特殊曲线的曲面构造被广泛研究� 例如�

:DQJ等 >�@ 过一条给定的空间曲线作为生成曲面的测地线� /L等 >�@ 构造过给定边界线为

其曲率线的曲面；.DVDS等 >��@ 和 /L等 >�@ 分别推广参数曲面到一般的曲面族插值测地线

和曲率线；/L等设计过 %p]LHU测地线 >�@ 和曲率线 >�@ 的可展曲面� 如上工作中�这些给定

的被插值曲线数最多有两条� )DURXNL等 >��@推广如上的结论�对曲面插值给定的封闭边界

线的构造提出了充分必要条件� 随后� )DURXNL等利用该判定条件分别来构造四边 &RRQV

曲面插值曲率边界线 >��@、三角 &RRQV曲面插值测地边界线 >��@和四边 %p]LHU曲面片插值

%p]LHU测地边界线 >��@� 为了避免 %p]LHU曲面出现的高次数的情况 >��@� <DQJ和:DQJ构造

低次张量积 %p]LHU曲面 >��@和 %样条曲面 >��@分别插值 %p]LHU和 %样条测地四边形�

除上述测地线和曲率线外�渐近线也是微分几何中曲面上的一类重要曲线� 目前�对

于渐近线的研究主要集中在如何计算或获得曲面上的渐近线 >��@� 理论上�如何构造曲面

使其插值给定的曲线为其渐近线也是一项比较有意义的工作� %D\UDP等 >��@ 基于建筑应

用 >��@ 构造了插值渐近线的参数曲面� /LX等 >��@ 推广了 %D\UDP等 >��@ 和:DQJ等 >�@ 的工

作�设计一类过给定渐近线的可展曲面� $WDOD\等 >��@ 利用 &DUWDQ标架给出一种判定过渐

近线的曲面族的方法� 上述研究中的渐近线都不是封闭的� 因此理论上有必要研究构造

插值封闭渐近线为其边界曲线的曲面�

渐近线除了在理论研究有兴趣外�还广泛应用于数值优化 >��@、机械 >��@、天文 >��@�在

建筑 >��@领域也存在潜在的应用价值�

建筑几何指出实现复杂自由结构的挑战�探索了直纹面的技术优势� 一个典型的例

子是有着负 *DXVV曲率的双曲抛物面� 实际上�渐近线也只存在于这种负弯曲的曲面上�

且在反背曲面区域上的每个点处有两个渐近方向� 基于对这些渐近线的分析�这个局部

马鞍面的区域能被直母线近似表示� )O|U\和 3RWWPDQQ>��@ 从给定的点云估计渐近方向推
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导生产建造的嵌板的界面且沿着渐近线构造初始直纹面� 除了分析渐近线或使用大的直

纹曲面片或多个条带面插值一些点作为渐近边界线外�实际应用中是否存在其他一般的

曲面也是一个值得关注的问题�

实际上� 因为渐近线是唯一一种结合直可展和沿着双弯曲曲面形成正交节点这两

个优点的曲线� 它在建筑设计上显示出了极大的优势� 一个典型的实例是由 6FKOLQJ 等

人 >�����@在 78 0XQLFK校园内建造的渐近网壳结构�如图 ����

图 ���� ,16,'(\287亭子�

)LJ� ���� ,16,'(\287 SDYLOLRQ�

可展的弯曲支撑结构垂直于虚拟的参考曲面并与其相交于参考曲面的渐近线�它们

沿着渐近线构成两族正交的网壳� 因正交的渐近线参数网是极小曲面网�故弯曲的可展

曲面 �钢薄片�过极小曲面在渐近线处的法向量 >��@� 在图 ���中的自由结构�梁柱作为底层

曲面的渐近线�和可展的薄片一起展示了好的美学效果� 如何推广成防水的结构表面�也

就是使用自由曲面作为格栏的覆盖是建筑几何中的常见问题� 这里�如果使用底层曲面

片填充网壳结构� 则每个曲面片都以它本身的渐近线为边界线� 这个局部的逆向重构就

是在获取渐近网防水表面结构� 这样�就提出了一个基本的几何问题�即如何构造拥有给

� �� �
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定曲线作为它渐近边界线的曲面�

本章节主要解决的问题是如何构造自由曲面填充给定渐近线作为其边界线的问题�

具体实现主要包括三个步骤� 首先确定构造渐近边界线的等价条件�其次对给定的角点

数据� 构造光滑渐近边界线� 最后建立插值该边界线的光滑曲面� 考虑工业设计的需求�

这里分别使用 %p]LHU、有理 %p]LHU与 %样条曲线构造渐近线边界线�其对应的张量积曲

面构造插值的曲面�该建模过程兼容 &$'系统� 曲线和曲面的构造并不是通过求唯一解

确定�而是在满足限定条件下�通过对剩余自由度进行优化获得的优化结果�因而存在一

定的灵活性�

为了构造曲面插值四边形曲线作为其边界渐近线�本章首先分析局部角点和全局边

界兼容条件使边界线为插值曲面的渐近线 � � �����随后分别设计 �次 %p]LHU渐近四边形

� � ����、n次有理 %p]LHU渐近四边形 � � ����和 �次 %样条渐近四边形 � � ����及其对应

的张量积插值曲面�

��� 渐近四边形的判定条件

当边界四边形曲线是曲面的渐近线时� 我们称这样的四边形为渐近四边形� 为了构

造渐近四边形�本节首先分析渐近线的几何性质 � � �������然后推广两条相交渐近线的

构成条件 � � ������到四条首尾相接的四边形所满足的局部和兼容插值曲面的全局条件

� � �������

����� 渐近线

一条曲线称为是正则的�如果在它上每一点处存在切线� 在接下来的讨论中�假定所

有的曲线都是正则曲线� U̇(s)和 U′(t)分别表示曲线 U关于弧长参数 s和任意参数 t的导

数� 据此�可以定义曲线和曲线在曲面上的局部 )UHQHW和 'DUERX[坐标系 >�@�

)UHQHW标架 �H(s)�Q(s)�E(s)�由不含拐点 �Ü(s) (= 0�的空间曲线 U(s)在某点处的单位

切向量 H(s) = U̇(s)�主法向量 Q(s) = Ü(s)/||Ü(s)||和副法向量 E(s) = H(s) × Q(s)构成� 它

� �� �
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满足如下关系式�




Ḣ(s)

Q̇(s)

Ė(s)




=





0 k(s) 0

−k(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0









H(s)

Q(s)

E(s)




,

其中 k(s) = ||Ü(s)||是曲率�τ(s) = det(U̇(s),Ü(s), ˙̈U(s))
||Ü(s)||2 是挠率� 过该点且分别以 H(s)�Q(s)�E(s)

为法向量的平面称为法平面、丛切平面和密切平面�

'DUERX[标架 (H(s)�K(s)�1(s))是定义在曲面 5(u, v)上的一条曲线在某点处的局部

坐标系�由曲线的单位切向量 H(s)�向量 K(s) = 1(s) × H(s)和曲面的单位法向量 1(s) =
5u(u,v)×5v(u,v)

||5u(u,v)×5v(u,v)|| 定义� 它们与法曲率 kn(s) = Ḣ(s) ·1(s)�测地曲率 kg(s) = Ḣ(s) · K(s)�和测

地挠率 τg(s) = 1̇(s) · K(s)一起满足




Ḣ(s)

K̇(s)

1̇(s)




=





0 kg(s) kn(s)

−kg(s) 0 −τg(s)

−kn(s) τg(s) 0









H(s)

K(s)

1(s)




.

给定一般参数曲线 U� t → U(t)�有类似弧长参数定义的局部 )UHQHW和 'DUERX[标架�

)UHQHW标架 �H(t)�Q(t)�E(t)�满足




H′(t)

Q′(t)

E′(t)




= ||U′(t)||





0 k(t) 0

−k(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0









H(t)

Q(t)

E(t)




,

其中 H(t) = U′(t)
||U′(t)|| � E(t) = U′(t)×U′′(t)

||U′(t)×U′′(t)|| � Q(t) = E(t) × H(t)� 曲线 U(t)的曲率 k(t)和挠率 τ(t)

是

k(t) = ||U′(t) × U′′(t)||
||U′(t)||3 , τ(t) = det(U′(t), U′′(t), U′′′(t))

||U′(t) × U′′(t)||2 . �����

同时�在曲面 5(u, v)曲线 U(t) = 5(u(t), v(t))在一点处的 'DUERX[标架 �H(t)� K(t)�1(t)�

满足 



H′(t)

K′(t)

1′(t)




= ||u′5u + v′5v||





0 kg(t) kn(t)

−kg(t) 0 −τg(t)

−kn(t) τg(t) 0









H(t)

K(t)

1(t)




,

� �� �
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其中

H = u′5u + v′5v

||u′5u + v′5v|| ,K = 5u × 5v

||5u × 5v|| × H,1 = 5u × 5v

||5u × 5v|| ,

kn(t) = H′(t) · 1(t)
||u′5u + v′5v|| , kg(t) = H′(t) · K(t)

||u′5u + v′5v|| , τg(t) = 1′(t) · K(t)
||u′5u + v′5v|| .

定义 � >�@曲线的渐近方向是沿着曲面上的曲线法曲率为零的方向� 如果在曲线 U上

每一点处的切向量 H都是曲面 5(u, v)的渐近方向�则曲线是曲面的渐近线�

因此�曲面 5(u, v)上的曲线 U是渐近线�则其上每一点法曲率 kn恒等于零�

引理 � >�@ 曲面上一条曲线是其渐近线�当且仅当曲线是直线� 或其上每一点处的密

切平面都是曲面在该点的切平面�

这里考虑曲线 U为非直线的情况� 曲线曲率 k�法曲率 kn 和测地曲率 kg 满足 k2 =

k2
g + k2

n�则 k = σkg� σ = ±1� 由 )UHQHW和 'DUERX[标架关系�有对弧长参数和任意参数均

满足的关系 K = σQ�1 = σE�则 )UHQHW和 'DUERX[标架对两种参数满足符号差别� 因此�

对一般参数曲面�其上曲线是渐近线有如下判定条件�

引理 � >�@ 一个无拐点的非线性正则曲线 U(t)是曲面 5(u, v)上的渐近线当且仅当满

足以下彼此等价的条件

� 曲线上点的法曲率恒等于零�

� 在曲线上每个非拐点处的副法向量垂直于曲面在该点处的切平面�

� 在曲线上每个非拐点处的从切平面垂直于曲面在该点处的切平面�

以上的分析需要正则曲线存在副法向量�即 U′′(t) (= �� 当对某个参数 t0� U′′(t0) = �

时� U(t0)是曲线 U(t)的拐点�使得曲率 k(t0) = 0� 此时�该点无插值解� 以下构造是基于边

界曲线上非拐点处的分析�

� �� �
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����� 相交渐近线

引理 � 对曲面 5(u, v)上以弧长为参数的正则曲线 U(s)�令 1(s) = σE(s)� σ = ±1�则

有 K(s) = σQ(s)� kn(s) = 0� k(s) = σkg(s)� τg(s) = −τ(s)�其中 τg(s)和 τ(s)是曲线在曲

面上的测地挠率和挠率�

证明 由 1(s) = σE(s)有 K(s) = σQ(s)�这意味着 )UHQHW和 'DUERX[标价满足模符

号� 从 )UHQHW标价关系式�有如下等价条件�





Ḣ(s)

K̇(s)

1̇(s)




=





Ḣ(s)

σQ̇(s)

σĖ(s)




=





1 0 0

0 σ 0

0 0 σ









0 k(s) 0

−k(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0









H(s)

Q(s)

E(s)





=





0 k(s) 0

−σk(s) 0 στ(s)

0 −στ(s) 0









H(s)

Q(s)

E(s)





=





0 k(s) 0

−σk(s) 0 στ(s)

0 −στ(s) 0









1 0 0

0 σ 0

0 0 σ









H(s)

K(s)

1(s)





=





0 σk(s) 0

−σk(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0









H(s)

K(s)

1(s)




.

与 'DUERX[标价关系式对比有 kn(s) = 0� k(s) = σkg(s)� τg(s) = −τ(s)� !

定理 � 设曲面 5(u, v)上两条不同弧长参数的曲线 U1(s)和 U2(s)相交在一个非拐点

3 = U1(s1) = U2(s2)�且满足 1P = σ1E1(s1) = σ2E2(s2) �σ1, σ2 = ±1�则

τ1(s1) = −τ2(s2),

� �� �
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其中 1P 是曲面法向量� E1(s1), τ1(s1)和 E2(s2), τ2(s2)分别是曲线 U1(s1)和 U2(s2)在点 3

的副法向量和挠率�

证明 对于同一曲面 5(u, v) 上的两个不同的渐近线 U1(s) 和 U2(s)� 它们的法曲

率是 kn1(s) = 0� kn2(s) = 0� 则分别有 11(s) = σ1E1(s)� 12(s) = σ2E2(s)� 由引理 � 有

τg1(s) = −τ1(s)� τg2(s) = −τ2(s)� 在点 3处切平面 Πp 上指定夹角 α1, α2 的两个方向�法

曲率 kn1, kn2和测地挠率 τg1, τg2满足

sin(α2 − α1)[τg1(α1) + τg2(α2)] = cos(α2 − α1)[kn1(α1) − kn2(α2)],

则有 sin(α2 − α1)[τg1(α1) + τg2(α2)] = 0. α = α2 − α1表示两个曲线 U1(s)和 U2(s)在点 3

处的定向夹角�因其非零有 sin(α2 − α1) (= 0�故 τ1(s1) = −τ2(s2)� !

注 � 以上分析基于弧长参数�对于一般参数同样适用� 接下来的讨论会使用一般参

数�并在不影响混淆的情况下省略表示�

定理 �是两条曲线相交于一点成为渐近线的必要条件�如果推广以上条件到四条曲

线相交成四边形曲线� 不难得到四边形成为曲面渐近线的判定条件 �四条曲线的位置关

系参看图 �����

图 ���� 带角点向量的四边形曲线�

)LJ� ���� 4XDGULODWHUDO FXUYHV ZLWK YHFWRUV DW FRUQHUV�

� �� �
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����� 渐近四边形

定理 � 四条无拐点的曲线 Ui(t) (i = 1, · · · , 4)是曲面 5(u, v)的边界渐近线�当满足

如下三个条件�

(C1)角点处的丛切限制� 四条曲线 Ui(t)在四个角点处的副法向量 Ei(t)必须满足模

符号关系�即

112 = σ1(0)E1(0) = σ2(0)E2(0), 114 = σ1(1)E1(1) = σ4(0)E4(0),

123 = σ2(1)E2(1) = σ3(0)E3(0), 134 = σ3(1)E3(1) = σ4(1)E4(1),
�����

其中112, 114, 123, 134是曲面在四个角点处的单位法向量�且σi(j) = ±1 �i = 1, · · · , 4, j =

0, 1��

(C2)角点处的渐近相交限制�

τ1(0) = −τ2(0), τ1(1) = −τ4(0), τ2(1) = −τ3(0), τ3(1) = −τ4(1). �����

(C3) 沿边界线的法定向限制� 沿着边界线的法向量 1i(t) 是连续的且满足 1i(t) =

±Ei(t) �i = 1, · · · , 4��

曲面边界线为其渐近线这一条件只与边界曲线相关� 以上三个条件是必要的�反之�

如果三个条件中任意一个不满足�则无法构造曲面插值该渐近四边形� 因此�这三个条件

是判定存在插值曲面的充分必要条件�

从关系式 �����和 �����易得条件 (C1)和 (C2)是局部角点限制� 条件 (C3)是与曲面

兼容的全局边界条件� 为了构造边界线是曲面的渐近线�条件 (C1)和 (C2)首先帮助构造

渐近四边形�然后结合条件 (C3)构造插值曲面� 对于存在的剩余自由度�可以通过能量函

数进行优化确定�

��� 插值 %p]LHU渐近四边形的 %p]LHU曲面

利用定理 �确定的曲面上四边形曲线为相交渐近线的条件�可以构造 �次 %p]LHU渐

近四边形�

� �� �
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����� �次 %p]LHU渐近四边形

给定实际需求�如角点位置、切向量和曲率等数据�通过极小化能量函数优化剩余自

由控制顶点�进而构造优化的 %p]LHU渐近四边形�

假定没有拐点的四条 �次 %p]LHU曲线 �其中 B5
j (u), B5

j (v)为 5次 %HUQVWHLQ基函数�

Ui(u) =
5∑

j=0
3ijB

5
j (u), (i = 1, 3) , Ui(v) =

5∑

j=0
3ijB

5
j (v), (i = 2, 4),

满足角点位置关系 �如图 ����

U1(0) = 310 = 320 = U2(0), U1(1) = 315 = 340 = U4(0),

U2(1) = 325 = 330 = U3(0), U3(1) = 335 = 345 = U4(1),

311, 314, 321, 324, 331, 334, 341, 344,

和曲率值 ki(j) �i = 1, · · · , 4, j = 0, 1�� 则剩余八个控制顶点 312� 313� 322� 323� 332� 333�

342� 343未知�需要进一步确定�

以上给定的角点数据是构造 �次 %p]LHU曲线的先决条件�可以任意确定� 从以下的

解分析中发现存在四个自由参数剩余� 这样� 可以通过适当地选择这些参数获得优化的

结果� 存在更多自由参数的剩余意味着需要更高次的曲线代替 �次� 使用的求解方法不

变� 实际上��次 %p]LHU四边形曲线可以由更高次的曲线代替� 但是为了减少构造曲线和

曲面的复杂度�这里选择 �次�

给定四条没有拐点的 %p]LHU曲线�期待构造一个 %p]LHU曲面片插值这些曲线作为其

渐近边界线� 以下讨论对应于命题 �三个判定条件用来求解 �次 %p]LHU四边形的剩余未

知控制顶点�

�D�角点处的丛切限制�

以角点 310 为例考虑丛切限制 ������ 因为曲面的法向量 112 = U′
1(0)×U′

2(0)
||U′

1(0)×U′
2(0)|| 平行于副

法向量 E1(0) = U′
1(0)×U′′

1 (0)
||U′

1(0)×U′′
1 (0)|| 和 E2(0) = U′

2(0)×U′′
2 (0)

||U′
2(0)×U′′

2 (0)|| �则 U′′
1(0)和 U′′

2(0)均位于曲面在点 310

处的切平面 Π12� 也就是要求点 310� 311� 312� 321� 322位于一个平面内�即 312和 322可以

� �� �
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表示为

312 = 310 + λ12(311 − 310) + µ12(321 − 320),

322 = 320 + λ22(311 − 310) + µ22(321 − 320),

其中 λ12, µ12, λ22, µ22是实数� 对于其他三个角点�可以引入另外实参数 λ32� µ32� λ23� µ23�

λ13� µ13� λ42� µ42� λ33� µ33� λ43� µ43类似表示�

332 = 330 + λ32(324 − 325) + µ32(331 − 330),

323 = 325 + λ23(324 − 325) + µ23(331 − 330),

313 = 315 + λ13(341 − 340) + µ13(314 − 315),

342 = 340 + λ42(341 − 340) + µ42(314 − 315),

333 = 335 + λ33(334 − 335) + µ33(344 − 345),

343 = 345 + λ43(334 − 335) + µ43(344 − 345).

曲率表达式

k1(0) = 4||(311 − 310) × (312 − 310)||
5||311 − 310||3

,

只是关于 µ12 的式子�故可得 µ12� 类似地�λ13� λ22� µ23� λ32� µ33� λ43� µ42 可以由其他七个

角点处的曲率关系式确定�

�E�角点处的渐近相交限制�

四个角点处的挠率应该满足条件 ������对应的四组表达式

det(311 − 310,312 − 310,313 − 310)
||(311 − 310) × (312 − 310)||2

= −det(321 − 320,322 − 320,323 − 320)
||(321 − 320) × (322 − 320)||2

,

det(315 − 314,313 − 315,315 − 312)
||(315 − 314) × (313 − 315)||2

= −det(341 − 340,342 − 340,343 − 340)
||(341 − 340) × (342 − 340)||2

,

det(325 − 324,323 − 325,325 − 322)
||(325 − 324) × (323 − 325)||2

= −det(331 − 330,332 − 330,333 − 330)
||(331 − 330) × (332 − 330)||2

,

det(335 − 334,333 − 335,335 − 332)
||(335 − 334) × (333 − 335)||2

= −det(345 − 344,343 − 345,345 − 342)
||(345 − 344) × (343 − 345)||2

,

� �� �
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分别与双参数 �λ23, µ13�� �λ33, µ22�� �λ12, µ43�� �λ42, µ32�相关� 化简之后�可以分别使用 λ23�

λ33� λ12� λ42表示 µ13� µ22� µ43� µ32�

�F�沿边界线的法定向限制�

沿着正则曲线 Ui�曲面的单位法向量 1i 和副法向量 Ei(t) �i = 1, · · · , 4�平行且连续�

则在四个角点处的定向转换数是偶数�即

∏

i,j

σi(j) = 1, (i = 1, · · · , 4, j = 0, 1). �����

表达式 σi(j) (i = 1, · · · , 4, j = 0, 1)的符号的选取基于方程 �����且兼容限制条件 ������

限制 C3 是全局边界条件�与曲面的构造密切相关� 限制方程 �����是局部角点条件�是限

制 C3的必要条件�可以用来构造渐近四边形�

至此�求解八个未知点的问题转化为确定四个参数 λ23� λ33� λ12� λ42� 因为这些参数

是自由选取的�可以得到一族渐近四边形满足以上限制� 通过极小化限制能量函数

∫ 1

0
(||U′′

1(u)||2 + ||U′′
3(u)||2)du +

∫ 1

0
(||U′′

2(v)||2 + ||U′′
4(v)||2)dv, �����

可以求得参数 λ23� λ33� λ12� λ42 的值� 极小化能量函数 �����是获取优化边界渐近四边形

的一种选择�可以根据实际需求�使用其他能量函数代替� 图 ���分别展示了在给定不同

角点数据情况下四个优化的渐近四边形和它们的控制多边形�

图 ���� %p]LHU渐近四边形�

)LJ� ���� %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

如下算法 �介绍了 �次 %p]LHU渐近四边形的构造过程�

� �� �
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$OJRULWKP �构造 �次 %p]LHU渐近四边形
5HTXLUH� 给定角点曲率、控制顶点�
(QVXUH� 优化的 �次 %p]LHU渐近四边形�
�� 待定 312� 313� 322� 323� 332� 333� 342� 343 �
�� 指定边界法矢 1i(t)�使曲面定向�
�� 丛切限制和角点渐近相交限制可以简化待定参数�
�� 利用 �����式确定剩余控制顶点 312� 313� 322� 323� 332� 333� 342� 343得到优化的 %p]LHU
渐近四边形�

����� %p]LHU渐近四边形插值条件

在构造了满足局部角点限制条件的边界渐近四边形之后� 结合全局边界条件� 可以

构造光滑曲面插值该渐近四边形曲线作为其边界线� 定理 �判定了没有拐点的四条曲线

Ui(t)成为曲面 5(u, v)边界渐近线的条件� (C3)限制了法向量 1i(t)是连续的且平行于副

法向量 Ei(t) �i = 1, · · · , 4�� 这样�沿着插值曲面5(u, v)的边界曲线 Ui(t)上的切平面Πi(t)

是曲线的密切平面�正交于曲面法向量 1i(t)�即 Πi(t) = [Ui(t), U′
i(t), U′

i(t) × U′′
i (t) × U′

i(t)]�

图 ���分别展示了插值曲面在边线处的法向量�

图 ���� %p]LHU渐近四边形上插值面的法向量�

)LJ� ���� 1RUPDO YHFWRUV RI WKH LQWHUSRODWHG VXUIDFH DORQJ %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

沿着插值曲面 5(u, v)的边界线 Ui(t) �为构造曲面�定义切矢 7i(t) �i = 1, · · · , 4�

71(u) = 5v(u, 0), 73(u) = 5v(u, 1), 72(v) = 5u(0, v), 74(v) = 5u(1, v).

因为它们位于切平面 Πi(t)且与向量 U′
i(t)和 [U′

i(t) × U′′
i (t)] × U′

i(t)共平面�所以它们可以

由函数 xi(t)和 yi(t) �i = 1, · · · , 4�线性表示� 即�

7i(t) = xi(t)U′
i(t) + yi(t)[U′

i(t) × U′′
i (t)] × U′

i(t), t ∈ [0, 1]. �����

� �� �
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对于 �次 %p]LHU曲线 Ui(t)�函数 U′
i(t)和 [U′

i(t) × U′′
i (t)] × U′

i(t)分别是 �次和 ��次的� 为了

构造低次的插值曲面�可以选择 xi(t) =
7∑

j=0
αijB7

j (t)� yi(t) =
1∑

j=0
βijB1

j (t)�其中系数 αij 和

βij 是实数�由接下来分析确定�

7i(t)必须满足以下条件�

� 切矢相容性
71(0) = U′

2(0), 71(1) = U′
4(0),

72(0) = U′
1(0), 72(1) = U′

3(0),

73(0) = U′
2(1), 73(1) = U′

4(1),

74(0) = U′
1(1), 74(1) = U′

3(1).

以角点 310为例� 71(0) = U′
2(0)等价于

α10(311 − 310) + 20β10[(311 − 310) × (312 − 310)] × (311 − 310) = 321 − 320.

则 α10和 β10可以表示为

α10 = (311 − 310) · (321 − 320)
||311 − 310||2

,

β10 = det((311 − 310) × (312 − 310), (311 − 310), (321 − 320))
20||(311 − 310) × (312 − 310) × (311 − 310)||2

.

函数 xi(t)和 yi(t) �i = 1, · · · , 4�第一个和最后一个系数可以使用上式确定�

� 扭矢相容性
7′

1(0) = 7′
2(0) = 5u,v(0, 0),

7′
2(1) = 7′

3(0) = 5u,v(0, 1),

7′
1(1) = 7′

4(0) = 5u,v(1, 0),

7′
3(1) = 7′

4(1) = 5u,v(1, 1).

�����

方程组 �����中的每一个方程可以由对应坐标关系式拆分成两组等式� 如此可得 αi1

和 αi6 �i = 1, · · · , 4�� 进一步�若令 A12表示 U′
1(0)和 U′

2(0)在角点 310处的夹角�投影

向量 7′
1(0)和 7′

2(0)到向量 112得

7′
1(0) · 112 = τ1(0) ||U′

1(0)|| ||U′
2(0)|| sinA12

7′
2(0) · 112 = −τ2(0) ||U′

1(0)|| ||U′
2(0)|| sinA12,

� �� �
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自然满足条件 τ1(0) = −τ2(0)� 使用相同的推导方法�限制条件 (C2)中的其他关系也

成立�

����� 双 ��次 %p]LHU插值曲面

不失一般性�设定参数 αij = 0 �i = 1, · · · , 4, j = 2, · · · , 5�可得 7i(t) �i = 1, · · · , 4��

条件 7i(t) �i = 1, · · · , 4� 是构造全局边界兼容条件下插值曲面的关键� 为了获得一个

%p]LHU曲面插值四条 %p]LHU曲线�有必要表示 7i(t)为 %p]LHU形式� 因 7i(t)是 ��次的�则

7i(t) =
11∑

k=0
((i

k + )i
k)B11

k (t), i = 1, · · · , 4,

其中

(i
k = 5

min(7,k)∑

j=max(0,k−4)

(7
j )( 4

k−j )
(11

k ) αij · ∆3i,k−j,)i
k = kβi1

11 *i
k−1 + (1 − k

11)βi0*i
k,

*i
k = 5

min(6,k)∑

j=max(0,k−4)

(6
j )( 4

k−j )
(10

k ) +i
j · ∆3i,k−j,+i

j = 7
7−j (/i

j − j
7/

i
j−1),

/i
k = 100

min(4,k)∑

j=max(0,k−3)

(4
j )( 3

k−j )
(7

k ) ∆3i,j × ∆23i,k−j, ∆3i,j = 3i,j+1 − 3i,j,

∆23i,j = ∆3i,j+1 − ∆3i,j.

这样张量积 %p]LHU曲面 5(u, v)是双 ��次的�即

5(u, v) =
11∑

i=0

11∑

j=0
4i,jB

11
i (u)B11

j (v),

其中 4i,j �i = 0, · · · , 11, j = 0, · · · , 11�是曲面的控制顶点�

曲面外圈的控制顶点 40,i, 4i,0, 411,i, 4i,11 �i = 0, · · · , 11,� 能由边界四边形曲线确

定� 提升 �次 %p]LHU曲线到 ��次

Ui(t) =
11∑

j=0
0i

jB
11
j (t),

其中0i
j 由 %p]LHU曲线升阶公式确定 >��@� 则

40,i = 01
i , 4i,0 = 02

i , 411,i = 03
i , 4i,11 = 04

i , i = 0, · · · , 11.

� �� �
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由边界切矢有 �i = 1, · · · , 10�

41,i = 01
i + 1

11((1
i + )1

i ), 410,i = 03
i − 1

11((3
i + )3

i ),

4i,1 = 02
i + 1

11((2
i + )2

i ), 4i,10 = 04
i − 1

11((4
i + )4

i ).

这样曲面沿封闭边界曲线最外两排控制顶点可以被确定下来� 图 ���分别展示了沿四边

形曲线的两排控制顶点�

图 ���� 沿 %p]LHU渐近四边形的两排控制顶点�

)LJ� ���� 7ZR URZV RI FRQWURO SRLQWV DORQJ %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

至此� 切矢 7i(t) �i = 1, · · · , 4� 帮助满足全局兼容边界条件� 除了沿边界这两排控

制顶点� 曲面剩余控制顶点可以自由选取� 这意味着将会存在一族曲面插值上面 �章节

������构造的 %p]LHU渐近四边形� 为了获取这些控制顶点�一个办法是极小化曲面的薄板

能量函数
∫ 1

0

∫ 1

0
(||5uu(u, v)||2 + 2||5uv(u, v)||2 + ||5vv(u, v)||2)dudv. �����

如此可以获取光顺的插值曲面� 图 ���分别展示了插值 %p]LHU 渐近四边形 �图 ���� 的

%p]LHU曲面�

图 ���� %p]LHU曲面插值 %p]LHU渐近四边形�

)LJ� ���� %p]LHU VXUIDFH LQWHUSRODWLQJ %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

� �� �
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曲面上的直线也是曲面的渐近线 �引理 ��� 直线具有零曲率� 在线上每一点处有

U′′ = 0� 假设边界四边形中存在一条直线�即 U′′
1 = 0�U′′

i (= 0, (i = 2, 3, 4)�为了兼容上面的

构造方法�需要修改条件 k1(0) = 0, k1(1) = 0� λ13 = 0, µ12 = 0� τ2(0) = 0, τ4(0) = 0� 切

矢 71(t)定义为

71(t) = x1(t)U′
1(t) + y1(t)U′

2(t) + z1(t)U′
4(1 − t), t ∈ [0, 1],

其中 x1(t) =
5∑

j=0
α1jNj,3(t), y1(t) =

5∑
j=0

β1jNj,3(t), z1(t) =
5∑

j=0
δ1jNj,3(t) 满足 x1(0) =

0�y1(0) = 1�z1(0) = 0� x1(1) = 0�y1(1) = 0�z1(1) = 1� 类似的� 可以推广到含有多条直

线的情况� 图 ����第一列分别展示了含有 �������条直线的渐近四边形�图 ����第二列和第

三列分别对应于它们的边界两排控制顶点和插值曲面�

这里之所以选择使用 � 次而非更低次数或者更高次数曲线是因为在满足局部角点

限制条件下仍能有最少的自由度剩余� 增加次数会有更多自由的参数供选择或需要优化�

也就是说增加次数可以兼容更多源于实际应用的对渐近四边形限定的初始条件� 而如果

降低边界曲线 Ui 的次数�需要考虑相关参数量并计算剩余参数量� 对于限制边界四边形

端点、单位切向量、曲率的初始条件� �次 %p]LHU边界线存在 �个参数剩余� 在相同初始

设定下可能无解�因此无法使用 �次 %p]LHU边界线进行构造� 这时只能通过放松给定角

点数据�如转化四边形的端点处曲率为参数�则会有 �个自由参数�这样每个边界线的控

制定点数目减少至 �个�边界线 Ui 是 �次的�可以继续进行优化构造 �次 %p]LHU渐近四

边形� 依类似的构造方法�至少存在一个自由参数剩余�如一个角点初始曲率 k1(0)� 设定

k1(0)能帮助构造期望的边界四边形曲线� 限制能量则更为简单�它是关于 k1(0)的二次

曲线� 按照之前曲面的分析�可以使用双 �次 %p]LHU曲面插值该 �次渐近四边形� 事实上�

这是 � ���中所有权因子相等时的退化情况�

如下算法 �介绍了插值渐近四边形的双 ��次 %p]LHU曲面的构造过程�

��� 插值有理 %p]LHU渐近四边形的有理 %p]LHU曲面

推广到有理 %p]LHU形式�只需调控权因子� 这里推广到构造插值 n次有理 %p]LHU渐

近四边形的有理 %p]LHU曲面�并给出 n = 4时的实例�

� �� �



大连理工大学博士学位论文

图 ���� %p]LHU曲面插值含直线的 %p]LHU渐近四边形�

)LJ� ���� %p]LHU VXUIDFH LQWHUSRODWLQJ %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO ZLWK OLQHV�

$OJRULWKP �构造插值渐近四边形的优化 %p]LHU曲面
5HTXLUH� �次 %p]LHU渐近四边形�
(QVXUH� 优化的 ��次 %p]LHU曲面�
�� 定义曲面在边界处切矢 7i(t)�
�� 插值相容性条件确定 xi(t)和 yi(t)系数�从而确定 7i(t)�并将其表示成 %p]LHU形式�
�� 定义双 ��次 %p]LHU曲面�
�� 升阶 �次 %p]LHU曲线至 ��次�
�� 利用插值曲面在边界处的切矢表示�确定邻近边界的一排控制顶点�
�� 极小化薄板能量函数 �����确定其余控制顶点�得到优化的 %p]LHU曲面�

� �� �
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����� n次有理 %p]LHU渐近四边形

对于没有拐点的 �条 n次有理 %p]LHU曲线

Ui(u) =

n∑
j=0

ωij3ijBn
j (u)

n∑
j=0

ωijBn
j (u)

, u ∈ [0, 1], i = 1, 3;

Ui(v) =

n∑
j=0

ωij3ijBn
j (v)

n∑
j=0

ωijBn
j (v)

, v ∈ [0, 1], i = 2, 4,

满足角点位置关系 �如图 ����和给定其角点曲率 ki(j)(j = 0, 1)、权因子ωij(j = 0, · · · , n; i =

1, · · · , 4)与控制顶点
U1(0) = 310 = 320 = U2(0),

U1(1) = 31n = 340 = U4(0),

U2(1) = 32n = 330 = U3(0),

U3(1) = 33n = 34n = U4(1),

311,31(n−1),321,32(n−1),331,33(n−1),341,34(n−1)� 剩余控制顶点 3i2, · · · ,3in−2 和权因子

ωi1, · · · ,ωi(n−1)(i = 1, · · · , 4)是待定的� 在定理 �条件约束下�按如下步骤找到这些未知

量满足的关系�最后通过极小化限制能量函数 �����求解出待定量�得到优化的渐近四边

曲线�

�D�沿边界线的法定向限制�

沿正则边界曲线 Ui�曲面的单位法向量 1i 和副法向量 Ei 共线且连续� �个角点处的

转换数是偶数�即未知参数满足兼容条件 ������

�E�角点处的丛切限制�

角点处曲面的单位法向量平行于单位副法向量� 在角点 310 处�点 310� 311� 312� 321�

322共面�在角点 314处�点 313,312,342,341,340共面�则

322 = 320 + λ22(∆310) + µ22(∆320),

342 = 340 + λ42(∆340) + µ42(∆313),

312 = 310 + λ12(∆310) + µ12(∆320) = 314 + λ13(∆340) + µ13(∆313).

� �� �
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另外两个角点处有类似的表示形式

322 = 324 + λ23(∆323) + µ23(∆330),

342 = 344 + λ43(∆333) + µ43(∆343),

332 = 330 + λ32(∆323) + µ32(∆330) = 334 + λ33(∆333) + µ33(∆343).

其中 ∆3ij = 3i(j+1) − 3ij � ∆k3ij = ∆k−13i(j+1) − ∆k−13ij � 参数 λik, µik� �k = 2, 3, i =

1, · · · , 4, j = 1, · · · , 3�是实数� 由曲线的曲率表达式

k1(0) = 3ω10ω12 ‖(∆310) × (∆2P10)‖
4ω2

11 ‖∆P10‖3 ,

可以用 ω12 和 µ12 表示 ω11� 同样�可从其他角点处的曲率得到 ω21�ω31�ω41�ω13�ω23�ω33�ω43

的表达式� 由 312 满足的 � 个方程可以推出 λ12, µ13 的具体数值及 λ13, µ12 之间的关系�

对于其他点 3i2(i = 2, 3, 4)有类似的结论�即得到 λ23, µ22�λ33, µ32�λ42, µ43 的具体数值�以

及 λ22和 µ23�λ32和 µ31�λ43和 µ42之间的关系�

�F�角点处的渐近相交限制�

由条件 �����有

ω10ω13
ω11ω12

· det (∆310, ∆2310, ∆3310)
‖(∆310) × (∆2310)‖2 = −ω20ω23

ω21ω22
· det (∆320, ∆2320∆3320)

‖(∆320) × (∆2320)‖2 ,

ω11ω13
ω12ω13

· det (∆313, ∆2312, ∆3311)
‖(∆333) × (∆2312)‖2 = −ω40ω43

ω41ω42
· det (∆340, ∆2342, ∆3340)

‖(∆340) × (∆2340)‖2 ,

ω21ω24
ω22ω23

· det (∆323, ∆2322, ∆3321)
‖(∆323) × (∆2322)‖2 = −ω30ω33

ω30ω32
· det (∆330, ∆2330, ∆3330)

‖(∆330) × (∆2330)‖2 ,

ω31ω34
ω32ω33

· det (∆333, ∆2332, ∆3331)
‖(∆333) × (∆2332)‖2 = −ω41ω44

ω42ω43
· det (∆343, ∆2342, ∆3341)

‖(∆343) × (∆2342)‖2 .

可以推得 ω12µ12� ω22µ22� ω32µ32� ω42µ42之间的 �个关系式� 若表示出 µ12,λ22,λ32�则由极

小化限制能量函数 �����可以得到剩余参数 µ42,ω12,ω22,ω32,ω42 的值�从而确定权 ωi2 和

未知控制顶点 3i2(i = 1, · · · , 4)�进而得到了优化的渐近四边形� 图 ����第一列所示为三

个优化的 �次有理 %p]LHU渐近四边形及其控制顶点�

算法 �介绍了 n次有理 %p]LHU渐近四边形的构造过程�

� �� �
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$OJRULWKP �构造 n次有理 %p]LHU渐近四边形
5HTXLUH� 给定角点曲率、权因子、控制顶点�
(QVXUH� 优化的 n次有理 %p]LHU渐近四边形�
�� 待定 wij � 3i2(i = 1, · · · , 4; j = 1, 2, 3)
�� 指定边界法矢 1i(t)�使曲面定向�
�� 丛切限制和角点渐近相交限制可以简化待定参数�
�� 利用 �����式确定剩余参数 µ42, w12, w22, w32, w42�得到优化的有理%p]LHU渐近四边形�

����� 有理 %p]LHU渐近四边形插值条件

为了构造插值有理 %p]LHU渐近四边形的有理 %p]LHU曲面�需要确定曲面在边界曲线

处的切矢 7i(i = 1, · · · , 4)�它们满足方程 ������ 标量函数 xi(t), yi(t)定义为

xi(t) = Wi(t)
3n−5∑
j=0

αijB
3n−5
j (t),

yi(t) = (Wi(t))4 1∑
j=0

βijB1
j (t),

其中Wi(t) =
n∑

j=0
ωijBn

j (t)� αij � βij, (i = 1, · · · , 4)是实数� 7i(t)必须满足以下条件�

� 切矢相容性

由有理 %p]LHU函数的端点插值性�71(0) = U′
2(0)等价于 α10U′

1(0)+β10[U′
1(0)×U′′

1(0)]×

U′
1(0) = α20U′

2(0) � 则 α10� β10可以被表示为

α10 = U′
1(0) · U′

2(0)
‖U′

1(0)‖2 , β10 = det(U′
1(0) × U′′

1(0), U′
1(0), U′

2(0))
‖U′

1(0) × U′′
1(0) × U′

1(0)‖2 .

同理可得 α17� β11及 αi0� αi7�βi0� βi1� (i = 1, · · · , 4)�

� 扭矢相容性

由方程组 �����可得 αi1� αi6� (i = 1, · · · , 4)� 同时�可验证等式 �����成立�

����� 双 (5n − 7)次有理 %p]LHU插值曲面

令剩余参数 αij = 0� (i = 1, · · · , 4; j = 2, · · · , 5)� 则可以得到 7i(t)�(i = 1, · · · , 4)� 为

构造插值有理 %p]LHU曲线的有理 %p]LHU曲面�有必要把 7′
i(t)表示成有理 %p]LHU曲线形

式� 记曲线 Ui(t) = 3i(t)
Wi(t) �则

U′
i(t) = 3′

i(t)Wi(t) − 3i(t)W ′
i (t)

(Wi(t))2 =: 3̂i(t)
(Wi(t))2 ,

� �� �
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其中 3̂i(t)的次数为 2n − 2� 又因为

U′
i(t) × r′′

i (t) = 3′
i(t) × 3′′

i (t)Wi(t) + 3i(t) × 3′
i(t)W ′

i (t) − 3i(t) × 3′′
i (t)W ′

i (t)
(Wi(t))3 ,

若记 U′
i(t) × U′′

i (t) = 4i(t)
(Wi(t)3 � 因为 3̂i(t) × 3̂′

i(t)的实际次数是 4n − 6� 则 4i(t)的次数是

3n − 6� 进而有

U′
i(t) × U′′

i (t) × U′
i(t) = 4i(t) × 3̂i(t)

(Wi(t))5 =: 4̂i(t)
(Wi(t))5 ,

其中 4̂i(t)的次数为 5n − 8� 利用 %p]LHU乘积公式 >��@�可以将 3̂i(t)�4̂i(t)表示成 %p]LHU曲

线形式

3̂i(t) =
2n−2∑

j=0
&i

jB
2n−2
j (t), 4̂i(t) =

5n−8∑

j=0
'i

jB
5n−8
j (t).

则 7i(t)表示为

7i(t) = (
3n−5∑

j=0
αijB

3n−5
j (t)

2n−2∑

j=0
Ci

jB
2n−2
j (t) +

1∑

j=0
βijB

1
j (t)

5n−8∑

j=0
Di

jB
5n−8
j (t))/Wi(t)

= (
5n−7∑

j=0

(
(i

j + )i
j

)
B5n−7

j (t))/Wi(t),

(i
j =

min(3n−5,j)∑

k=min(3n−5,j)

(
3n−5

k

)(
2n−2
j−k

)

(
5n−7

j

) αik · &i
j−k,

)i
j = jβi1

5n − 7'
i
j−1 +

(
1 − j

5n − 7

)
βi0'i

j, (i = 1, · · · , 4, j = 0, · · · , 5n − 7).

因边界切矢 7i(t)的分子是 5n − 7次的�故可定义双 5n − 7次的张量积有理 %p]LHU

曲面

5(u, v) =

5n−7∑
i=0

5n−7∑
j=0

wij6ijB
5n−7
i (u)B5n−7

j (v)
5n−7∑
i=0

5n−7∑
j=0

WijB
5n−7
i (u)B5n−7

j (v)
=: 6(u, v)

W (u, v) .

边界线 Ui(t)升阶到 5n − 7次为 Ui(t) =
5n−7∑
j=0

δi
j0i

jB
5n−7
j (t)/

5n−7∑
j=0

δi
jB

5n−7
j (t)�其中

60j = 01
j ,6j0 = 02

j ,6(5n−7)j = 03
j ,6j(5n−7) = 04

j ,

W0j = δ1
j , Wj0 = δ2

j , W(5n−7)j = δ3
j , Wj(5n−7) = δ4

j , (j = 0, · · · , 5n − 7).
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考虑曲面在 U1(t)上的边界切矢

5v(u, 0) = (5n − 7) ·

5n−7∑
i=0

∆Wi06i0B
5n−7
i (u)W (u, 0) − 6(u, 0)

5n−7∑
i=0

∆Wi0B
5n−7
i (u)

(W (u, 0))2 ,

其中 ∆Wi06i0 = Wi16i1 − Wi06i0� ∆Wi0 = Wi1 − Wi0� 令

5n−7∑

i=0
∆Wi0B

5n−7
i (u) =

4n−7∑

i=0
HiB

4n−7
i (u) · W (u, 0) =

4n−7∑

i=0
HiB

4n−7
i (u) ·

n∑

i=0
ωi0B

n
i (u),

可求得 H0 = ∆W00�H4n−7 = ∆W(5n−7)0� 取 Hi = 0, (i = 1, · · · , 4n − 8)�求得曲面权因子

Wi1 = Wi0 +
min(4n−7,i)∑

j=max(0,i−n)

(
4n−7

j

)(
n

i−j

)

(
5n−7

j

) Hj · ω(i−j)0,

则

5v(u, 0) = (5n − 7) ·

5n−7∑
i=0

∆Wi0Si0B
5n−7
i (u) − S(u, 0)

4n−7∑
i=0

HiB
4n−7
i (u)

W (u, 0)

= (5n − 7) ·

5n−7∑
i=0

(
∆Wi06i0 − /1

i

)
B5n−7

i (u)

W (u, 0)

=

5n−7∑
i=0

(
(1

i + )1
i

)
B5n−7

i (t)

W1(t)
,

其中

/1
i =

min(4n−7,i)∑

j=max(j,−n)

(
4n−7

j

)(
n

i−j

)

(
5n−7

j

) Hj · ω(i−j)03(i−j)0.

从而控制顶点

6i1 = (1
i + )1

i + (5n − 7)/1
i

(5n − 7)Wi1
+ Wi0Si0

Wi1
, (i = 1, · · · , 5n − 8).

类似地�可以确定其他 �边邻近边界的一排控制顶点及其权因子� 这样�曲面 5(u, v)

的边界 � 排权因子和控制顶点已经确定� 自由选取曲面的内部权因子 Wij 和控制顶点

6ij(i, j = 2, · · · , 5n − 9)可以得到满足插值边界曲线的一族曲面片�且这些曲面均以这个

边界四边形为公共渐近线� 为简化计算�取 Wij = 1(i, j = 2, · · · , 5n − 9)�再由极小化薄

板能量函数 �����确定剩余的控制顶点�由此便构造出优化的插值有理 %p]LHU渐近四边形

的有理 %p]LHU曲面�

� �� �
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以上对 n次有理 %p]LHU边界曲线的构造�具有一般性� 经过实验发现�在给定数据情

况下� �次是构造有理 %p]LHU渐近四边形的最低次数要求� 对于更高次数的情况�方法类

似�需要对更多剩余自由参数进行选择和确定� 但当边界线为 �次时�需要减少给定数据�

这使得约束条件下方程的求解变得复杂� 甚至无解� 所以这里我们选择 n = 4为实例构

造�如图 ���中�第 ���列分别展示了三个在不同给定角点数据下的 �次有理 %p]LHU渐近

四边形、边界上的面法向量、插值曲面沿边界处的两排控制顶点和插值的双 ��次有理

%p]LHU曲面�

图 ���� 有理 %p]LHU曲面插值有理 %p]LHU渐近四边形�

)LJ� ���� 5DWLRQDO %p]LHU VXUIDFH LQWHUSRODWLQJ UDWLRQDO %p]LHU DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

算法 �介绍了插值渐近四边形的双 �5n − 7�次有理 %p]LHU曲面的构造过程�

��� 插值 %样条渐近四边形的 %样条曲面

% 样条曲线的确定不仅受控制顶点的影响� 还在于节点向量的选取� 本文不构造具

有一般次数的 n次 %样条渐近四边形�而是采用工业常见的 �次 %样条曲线�

� �� �
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$OJRULWKP �构造插值渐近四边形的优化有理 %p]LHU曲面
5HTXLUH� n次有理 %p]LHU渐近四边形�
(QVXUH� 优化的 �5n − 7�次有理 %p]LHU曲面�
�� 定义曲面在边界处切矢 7i(t)�
�� 插值相容性条件确定 xi(t)和 yi(t)系数�从而确定 7i(t)�并将其表示成有理 %p]LHU形
式式�

�� 定义双 �5n − 7�次有理 %p]LHU曲面�
�� 升阶 n次有理 %p]LHU曲线至 �5n − 7�次�
�� 利用插值曲面在边界处的切矢表示�确定邻近边界的一排控制顶点及其权因子�
�� 取定Wij = 1, (i, j = 2, · · · , 5n − 9)极小化薄板能量函数 �����确定其余控制顶点�得
到优化的有理 %p]LHU曲面�

����� �次 %样条渐近四边形

本小节中�我们从给定角点位置、切向量和曲率的信息构造 �次 %样条渐近四边形�

自然地�曲线具有越多的节点向量数据�那么其具有更多剩余的自由参数� 通过实验发现�

选取如下节点向量�可以很好的满足限制条件�并轻松确定 %样条曲线的剩余未知 �个

控制顶点：

8i = {ui0, ui1, ui2, ui3, ui4, ui5, ui6, ui7, ui8, ui9},

其中 uij = 0 �j = 0, · · · , 3�� uij = 1 �j = 6, · · · , 9��0 < ui4 < ui5 < 1� 假设定义在该节点区

域上且没有拐点的四条 �次 %样条曲线如下

Ui(u) =
5∑

j=0
3ijNj,3(u), (i = 1, 3) , Ui(v) =

5∑

j=0
3ijNj,3(v), (i = 2, 4),

其中 3ij 是控制顶点� Nj,3(u)� Nj,3(v)是三次 %样条基函数� 使它们成为四边形曲线还需

要满足角点相接性 �如图 ����：

U1(0) = 310 = 320 = U2(0), U1(1) = 315 = 340 = U4(0),

U2(1) = 325 = 330 = U3(0), U3(1) = 335 = 345 = U4(1).

给定如上信息�同时也给定控制顶点311, 314, 321, 324, 331, 334, 341, 344和曲率 ki(j), i =

1, · · · , 4, j = 0, 1的值�则 %样条曲线剩余的控制顶点 312� 313� 322� 323� 332� 333� 342� 343

是未知的�它们通过如下条件确定�

�D�角点处的丛切限制�

� �� �
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令 ∆3ij = 3i j+1 − 3ij � ∆k3ij = ∆k−13i j+1 − ∆k−13ij � �k = 2, 3,�� 在四个角点 310�

320� 330� 345的切平面上�引入实数 λij, µij, (i = 1, · · · , 4, j = 2, 3)�则点 312� 322� 332� 323�

313� 342� 333� 343被表示为

312 = 310 + λ12(∆310) + µ12(∆320), 322 = 320 + λ22(∆310) + µ22(∆320),

332 = 330 + λ32(∆324) + µ32(∆330), 323 = 325 + λ23(∆324) + µ23(∆330),

313 = 315 + λ13(∆340) + µ13(∆314), 342 = 340 + λ42(∆340) + µ42(∆314),

333 = 335 + λ33(∆334) + µ33(∆344), 343 = 345 + λ43(∆334) + µ43(∆344).

类似于点 310处的曲率表示

k1(0) = 2 u14
3 u15

||(∆310) × (∆2310)||
||∆310||3

, k1(1) = 2 (1 − u15)
3 (1 − u14)

||(∆314) × (∆2313)||
||∆314||3

,

得到其它六个曲率关系式�从而参数 λ13� µ12� λ22� µ23� λ32� µ33� λ43� µ42 能用参数 ui4� ui5

�i = 1, · · · , 4�表示�

�E�角点处的渐近相交限制�

由角点处挠率条件 �����有

u14 · det(∆310, ∆2310, ∆3310)
||(∆310) × (∆2310)||2

= −u24 · det(∆320, ∆2320, ∆3320)
||(∆320) × (∆2320)||2

,

(1 − u15) · det(∆314, ∆2313, ∆3312)
||(∆314) × (∆2313)||2

= −u44 · det(∆340, ∆2340, ∆3340)
||(∆340) × (∆2340)||2

,

(1 − u25) · det(∆324, ∆2323, ∆3322)
||(∆324) × (∆2323)||2

= −u34 · det(∆330, ∆2330, ∆3330)
||(∆330) × (∆2330)||2

,

(1 − u35) · det(∆334, ∆2333, ∆3332)
||(∆334) × (∆2333)||2

= −(1 − u45) · det(∆344, ∆2343, ∆3342)
||(∆344) × (∆2343)||2

,

推导出用参数 ui4, ui5 �i = 1, · · · , 4�表示的 µ13� µ22� µ32� µ43� 如果给定 ui4, ui5� 则参数

λ12� λ23� λ33� λ42可通过极小化能量函数 �����确定� 进而�确定控制顶点 312� 313� 322� 323�

332� 333� 342� 343� 图 ����第一列展示了在给定角点数据条件下依上面方法构造的四个 �

次 %样条曲线和控制多边形�

�F�沿边界线的法定向限制�

� �� �
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四个角点处的定向符号转换数 σi(j) (i = 1, · · · , 4, j = 0, 1)兼容方程 �2.4�� 曲面沿

边界线的法向量同时也是曲线的密切平面的法向�图 ����第二列展示了这些法向量�

算法 �介绍了 �次 %样条渐近四边形的构造过程�

$OJRULWKP �构造 �次 %样条渐近四边形
5HTXLUH� 给定角点曲率、部分节点向量、控制顶点�
(QVXUH� 优化的 �次 %样条渐近四边形�
�� 待定 ui4, ui5, (i = 1, · · · , 4)� 312�313� 322� 323�332�333�342�343�
�� 指定边界法矢 1i(t)�使曲面定向�
�� 丛切限制和角点渐近相交限制可以简化待定参数�
�� 取定 ui4, ui5, (i = 1, · · · , 4)�利用 �����式确定剩余参数312�313� 322� 323�332�333�342�343
得到优化的 %样条渐近四边形�

����� %样条渐近四边形插值条件

沿边界四边形的切矢向量 7i(t)�i = 1, · · · , 4�定义同 ������其中标量函数

xi(t) =
5∑

j=0
αijNj,3(t), yi(t) =

1∑

j=0
βijNj,1(t)

分别定义在节点向量 8i = {0, 0, 0, 0, ui4, ui5, 1, 1, 1, 1}� 9 = {0, 0, 1, 1}�其系数 αij �βij 由

以下等式确定�

� 切矢相容性

71(0) = U′
2(0)等价于

α10
u14

(∆310) + 18β10
u3

14u15
[(∆310) × (∆2310)] × (∆310) = 1

u24
(∆320).

则

α10 = u14
u24

· (∆310) · (∆320)
||∆310||2

,

β10 = u3
14u15

18u24
· det((∆310) × (∆2310), (∆310), (∆320))

||(∆310) × (∆2310) × (∆310)||2
.

71(1) = U′
4(0)等价于

α15
1 − u15

(∆314) − 18β11
(1 − u14)(1 − u15)3 [(∆314) × (∆2313)] × (∆314) = 1

u44
(∆340),

� �� �
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则

α15 = 1 − u15
u44

· (∆314) · (∆340)
||∆314||2

,

β11 = −(1 − u14)(1 − u15)3

18u44
· det((∆314) × (∆2313)], (∆314), (∆340))

||(∆314) × (∆2313)] × (∆314)||2
.

同理�函数 xi(t)�yi(t)� �i = 2, · · · , 4�的所有首末系数可求�

� 扭矢相容性

经验证�等式 �����成立�

����� 双 ��次 %样条插值曲面

设定剩余系数 αij = 0 �i = 1, · · · , 4, j = 2, 3� 可确定 7i(t)� 对于 � 次 % 样条曲线

Ui(t)�函数 [U′(t) × U′′(t)] × U′(t)是 �次� 7i(t)是 �次� 为了构造最低次数的 %样条曲面�

切矢 7i(t)最少 ��次�定义如下

7i(t) = xi(t)U′
i(t) + yi(t)[U′

i(t) × U′′
i (t)] × U′

i(t) =
13∑

k=0
((i

k + )i
k)Nk,5(t),

其中 (i
k� )i

k 对应于 %样条函数的 ��个控制顶点� 张量积 %样条曲面 5(u, v)是双 �次的

5(u, v) =
13∑

i=0

13∑

j=0
4i,jNi,5(u)Nj,5(v),

其中 4i,j � i, j = 0, · · · , 13�是曲面控制顶点�

令 ∆3i j1 = 3i j1+1−3i j1
ui j1+4−ui j1+1

� ∆23i j1 = ∆3i j1+1−∆3i j1
ui j1+4−ui j1+2

�基函数 Nk,p(t) �p = 1, · · · , 5�定义

在节点向量

8i
p = {0, · · · , 0

︸ ︷︷ ︸
p+1

, ui4, · · · , ui4︸ ︷︷ ︸
p−1

, ui5, · · · , ui5︸ ︷︷ ︸
p−1

, 1, · · · , 1
︸ ︷︷ ︸

p+1

} := {ti
0, · · · , ti

4p−1}.

基于 %样条张量积公式 >��@�有

xi(t)U′
i(t) =

13∑

k=0
(i

kNk,5(t),

其中 (i
k = 3

10
∑

P 2∈Π5

∑
j1

∑
j
αij · ∆3i j1 · αj,3,8i

3,Wi
Q3

(k) · αj1,2,8i
2,Wi

P 2
(k),

WiP 2 = {· · · , ti
k, ti

k+p1 , ti
k+p2 , ti

k+6, · · · }, WiQ3 = {· · · , ti
k, ti

k+q1 , ti
k+q2 , ti

k+q3 , ti
k+6, · · · }.

� �� �
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这里 αj1,m,8i
m,WiP m

(k)� αj,n−m,8i
n−m,Wi

Qn−m
(k)是离散 %样条函数 >��@� P m = {p1, p2, · · · , pm}

是集合 In = {1, 2, · · · , n} 的子集� 集合 Qn−m = {q1, q2, · · · , qn−m} = In − P m� Πn =
⋃

pi∈In
P m�

同理有�

U′
i(t) × U′′

i (t) =
7∑

k=0
*i

kNk,3(t),

其中 *i
k = 6 ∑

P 1∈Π3

∑
j1

∑
j2

∆3i j1 × ∆23i j2 · αj1,2,8i
2,Wi

Q2
(k) · αj2,1,8i

1,Wi
P 1

(k).因 U′
i(t) × U′′

i (t)本质

是 �次的�则

U′
i(t) × U′′

i (t) =
4∑

k=0
+i

kNk,2(t),

其中 +i
k = 30

k �k = 0, · · · , 4�� 32
k = *i

k �k = 0, · · · , 7�� l2 = 7� lj−1 = lj − 2� j = 1, 2�

3j−1
k =






3j
k, 0 ≤ k ≤ lj − 3,

3j
k

1−aj
k,2

− aj
k,2 3

j−1
k−1

1−aj
k,2

, lj − 2 ≤ k ≤ lj − 1,

3j
k+1, lj ≤ k ≤ 4 + j.

进而有

U′
i(t) × U′′

i (t) × U′
i(t) =

10∑

k=0
/i

kNk,4(t), yi(t) U′
i(t) × U′′

i (t) × U′
i(t) =

13∑

k=0
)i

kNk,5(t),

其中 /i
k = 1

2
∑

P 2∈Π4

∑
j1

∑
j3
+i

j1 × ∆3i j3 · αj1,2,8i
2,Wi

P 2
(k) · αj3,2,8i

2,Wi
Q2

(k), )i
k = 1

5
∑

P 1∈Π5

∑
j2

∑
j4
βi j2 ·

/i
j4 · αj2,1,8i

1,Wi
P 1

(k) · αj4,4,8i
4,Wi

Q4
(k).

将 �次 %样条曲线 Ui(t)升阶到 �次�有

Ui(t) =
13∑

j=0
0i

jNj,5(t),

则插值曲面 5(u, v)在此边界上的控制顶点 40,i, 4i,0, 413,i, 4i,13满足

40,i = 01
i , 4i,0 = 02

i , 413,i = 03
i , 4i,13 = 04

i , i = 0, · · · , 13.

由边界切矢条件�对 i = 1, · · · , 12�有

41,i = 01
i + u14

5 ((1
i + )1

i ), 412,i = 03
i − 1−u35

5 ((3
i + )3

i ),

4i,1 = 02
i + u24

5 ((2
i + )2

i ), 4i,12 = 04
i − 1−u45

5 ((4
i + )4

i ).
�����
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同理�在其它三条边界上�曲面5(u, v)的两排控制顶点可以依次获得� 剩余控制顶点通过

优化薄板样条能量函数 �����确定� 图 ����第三列展示了沿边界四边形的两排控制顶点�

图 ����第四列展示了对应的双 ��次 %样条插值曲面�

图 ���� %样条曲面插值 %样条渐近四边形�

)LJ� ���� %�VSOLQH VXUIDFH LQWHUSRODWLQJ %�VSOLQH DV\PSWRWLF TXDGULODWHUDO�

算法 �介绍了插值渐近四边形的双 ��次 %样条曲面的构成过程�

$OJRULWKP �构造插值渐近四边形的优化 %样条曲面
5HTXLUH� �次 %样条渐近四边形�
(QVXUH� 优化的双 ��次 %样条曲面�
�� 定义曲面在边界处切矢 7i(t)�
�� 插值相容性条件确定 xi(t)和 yi(t)系数� 从而确定 7i(t)� 并将其表示成 %样条形式
式�

�� 定义双 ��次 %样条曲面�
�� 升阶 �次 %样条曲线至 ��次�
�� 利用插值曲面在边界处的切矢表示�确定邻近边界的一排控制顶点�
�� 极小化薄板能量函数 �����确定其余控制顶点�得到优化的 %样条曲面�

� �� �
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� 特殊离散网格构造

前两章研究了特殊的光滑边界曲线和插值曲面的构造�其实际意义是对光滑的自由

曲线和曲面的探索� 本章引入建筑几何领域常用的光滑几何概念及其对应的离散定义�

然后会在下一章利用这些离散化的定义构建规则或自由的建筑表面�探索微分几何引导

下的实际建筑应用的意义�

具体地�本章会涉及到微分几何中重要的曲线和曲面�如测地线、曲率线、渐近线、

直纹面、可展曲面、常平均曲率曲面、极小曲面等�研究其对应的离散化表示和其优良

的几何性质带来的现实建造意义� 在详细介绍这些精彩的结论之前� 首先简单介绍该领

域经常提及的重要离散概念和其来源的光滑理论� 这些概念和性质能帮助后面的定义和

理论推导�

��� 研究背景

185%6曲线和曲面是工业设计软件 �如 &$'� 5KLQR�%OHQGHU等�中的光滑几何形体

的主要数学表达�主要原因在于其分片多项式的代数表达具有高阶可微性和优良的几何

性质与算法� 设计师可以根据其对应的基本数学公式�构造和调整光滑的几何形态� 比如�

设计师通过这类软件完成光滑的产品设计之后�工业界将金属毛坯在数控机床切割打磨

加工出需要的金属模具�用于批量化生产设计产品� 加工前提需要精确计算和规划出车

刀的速度和加速度�这就对设计产品表面提出要求�其具有的几何意义是高阶可微性�

高阶光滑性的直观效果是对曲面渲染后的反光程度� 越光滑的表面�渲染后的形体

看起来越流畅自然� 但是�这也会增加渲染的速度和成本� 实际上�落实到工业设计中�比

如动漫领域�往往并不会采用高阶可微的光滑曲面�而是使用三角网格代替连续曲面�其

光滑效果通过调整网格的密度实现�

尽管 185%6具有很好的数学性质和表现力�但它仍具有一定的局限性�尤其对某些

复杂的几何形态� 而且将复杂的曲面表达成 185%6曲面�需要事先得到曲面的四边形剖

分�使用尽可能规整的四边形网格� 规整意味着每个四边形大小均匀�形状方正�且边的

流线符合曲面的几何特征�

� �� �
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网格 �PHVK�则弥补了 185%6的这个缺陷�它可以灵活自由地表示复杂的拓扑结构

模型� 对它的编辑也直观易操作� 因其具有更简单的数据结构�算法可控性强�运行速度

快等优点�目前已成为非常有效的建模工具� 在计算机图形学的研究中�网格具有极强的

可塑性 >��±���@�使它的研究更具有实际意义�尤其在三维扫描 >���@、模型渲染、物理模拟和

三维打印 >���@这些领域�都是以网格进行主要建模对象� 典型的质量度量包括近似精度以

及面的大小和形状� 网格在几何表示、模拟和形状优化等最终产品呈现上并不可见� 但

在某些应用中�例如建筑�网格是设计的重要组成部分并且与制造过程紧密相关� 这带来

了与美学、面的平面性、沿边缘的支撑结构、静力学等相关的约束。

无限细分后的网格可以得到尽可能光滑的曲面 �如图 �����对应于 185%6曲面� 网

格本身不具有精确的数学定义� 但是在形态上� 更简单、更好地刻画模型拥有的几何特

征� 二者主要区别就是 185%6曲面是连续的�而网格是离散化的�它们受控制顶点的影

响弯曲不同�

图 ���� 两次 &DWPXOO�&ODUN细分后近似光滑的曲面�

)LJ� ���� 1HDUO\ VPRRWK PHVK DIWHU WZLFH &DWPXOO�&ODUN VXEGLYLVLRQ�

网格是由相互连接的点构成的边和多边面构成的�一般而言的网格的共边面只可能

有两个� 每一个格点及其相连边和共边点构成格点星 �YHUWH[ VWDU��其中相连边的个数称

为格点的维数 �YDOHQFH�� 常见的网格有三角网和四边网�这不仅是理论概念�还和建筑结

构密切关联� 建筑中的节点、横梁、面板就对应着网格中的顶点、边线、多边面� 所以�

建筑几何的研究�本质上就是微分几何的离散化研究�

离散微分几何理论是对经典三维流形的微分性质更为简单的定义�抽象提取曲线或

曲面的微分性质�对一些基本几何概念 �如长度、夹角、平面性、相交性等�做了直观的

� �� �
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诠释 >���@� 离散网格是离散理论的主要研究对象�它不仅是对光滑理论的提取和概括�反

之还会对已有光滑几何性质有一定的启发� 这在数学物理方面具有重要的指导意义� 最

重要的是�它可以非常便捷地应用于建模和优化�

好的网格面要求具有一定的美学价值� 增强网格的正则化� 具体地说� 调节网格格

点的排布�就可以实现这样的效果� 基本的想法就是调节所有网格格点使得所有网格面

是尽可能正则的� 完全正则的网格面并不容易获得� 常见的建筑表面网格面由较为正

则的三角网格、四边网格或二者混合的网格构成� 获得相对正则的网格可以通过松弛

�5HOD[DWLRQ�技术实现�即将网格格点看成粒子�网格边看成弹簧�根据实际需求固定某些

粒子位置之后�当所有粒子处于静态平衡的时候�得到的网格就是较为正则的� 比如对于

维数为 �的三角网格�当中间格点位于相连 �个格点的重心位置的时候�得到的三角网格

面看起来具有美观性�

图 ���� 三角网格面�

)LJ� ���� 7ULDQJOH PHVKHV�

三角网格是网格处理中最常用的网格 �如图 ����� 其网格节点数目和网格面的大小

决定了对复杂曲面细节的刻画程度� 正如平面可以被正则的三角网格划分为六个部分�

形成三族正则的多边形�含有三角网格的离散曲面也应该尽可能包含更多的维度为 �的

网格格点才具有美感� 用三角网格近似光滑参考面能取得很高的精度�且同时对它的正

则化处理也不复杂� 又因三角网格面是平的�所以它非常适合建筑表面造型� 不过�由于

它本身的特性� 它在实际建筑应用中也体现出了一定的局限性� 主要表现在以下几个方

� �� �
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面 >��@�

� 节点复杂性� 用三角网格表示曲面需要的节点数目差不多是四边网格的两倍� 比如�

当用钢或玻璃材料化的三角网面� �个梁柱构成的节点在负重和兼容方面提出了高

的要求�

� 生产成本高� 每个三角的板材的生产成本都要高于矩形的�

� 材料需求大� 需要更多数目的梁柱、面板材和更大的重量�

� 不存在无挠节点� 实际建造需要无挠的优化节点�但是一般三角网格不具有�

� 不具备面等距和边等距� 除了极其特殊的情况�三角网格没有面等距和边等距�这样

不适合多层自由结构造型�

基于以上局限�如何权衡节点数目和面的大小从而减少负重和节约成本需要对三角网格

面的再参数化处理� 相比而言�四边网格就具有一定的优越性和实际意义�

图 ���� 四边网格面�

)LJ� ���� 4XDGULODWHUDO PHVKHV�

平面上正则的四边网格是由矩形划分的�含有维度为 �的正则四边网格格点�可以使

得离散曲面看起来规整 �如图 ����� 但是�获得完全由四边网构成的曲面涉及到四边网剖

分问题� 它作为 &$'和 &$(研究的核心问题�也一直无法自动完成�需要人工调试 >���@�

图 ���中前两个四边网格面不含有奇异点�而后两个四边形网格含有奇异点 �维度为非 �

的格点�� 一般而言�四边网格并不像三角网格那样�每个面都是平面的� 如果用四边网格

替换三角网格表示防水建筑表面�显然需要对四边网面平面化的处理�
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考虑实际建筑需求�本章节也以四边网格为研究对象�在没有特殊说明时�这些四边

网格是可能存在奇异点的� 对四边网的边、角、面的研究常见的有如下三种简单的网格

面� 即限制等边长的切比雪夫网面� 限制两族参数线成等角的等角网面和限制每个面是

平面的共轭网面�在下一小节我们先对其进行介绍�

����� 基本网格

首先给出一些符号说明� 对于正则参数曲面 I(u, v)� 其在某点 (u, v) 的切向量是

Iu(u, v) = ∂1I(u, v)� Iv(u, v) = ∂2I(u, v)� ‖ · ‖表向量长度�

切比雪夫网面

任何曲面都可以局部地由切比雪夫参数化� 因为只需对其曲率线网进行错切 �或称

推移� VKHDU�和弯曲 �EHQGLQJ�变换� 它的应用包括建筑网壳结构的设计 >���@�机织复合材

料 >���@、丝网结构 >���@、多矢量场 >���@、冠状动脉内支架 >���@等� 甚至包括错切的水果包装、

衣架、平面金属网格、栅栏等 �如图 �����

图 ���� 切比雪夫网面结构�

)LJ� ���� &KHE\VKHY VWUXFWXUHV�

共形参数化曲面满足保角变换但是允许拉伸和放缩� 而切比雪夫网面恰好相反� 要

求具有保长性但是允许夹角发生变化�

定义 � >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化� 则 I(u, v) 是切比雪夫的� 如果

‖Iu‖ = ‖Iv‖ = 1�其中 (u, v)是 R2上的正交坐标系�

显然切比雪夫参数化的曲面在每点具有单位切向量� 满足切向量 Iu 和 Iv 分别沿 v�向和

u�向具有零微分值� 即 ‖Iu‖v = ‖Iv‖u = 0� 离散切比雪夫网是光滑理论的离散等价概

� �� �
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念 >��@�由四边网构成�所有的边长相同�可能存在奇异点 �如图 �����

图 ���� 切比雪夫网�

)LJ� ���� &KHE\VKHY PHVKHV�

定义 � >��@一个四边网是离散切比雪夫网�当所有边长相同�

当放松四边网所有边等长的条件为只要求四边网对边长相等时�该四边网是离散推广切

比雪夫网 >��@�

给定某个四边网的四个格点坐标 Y1, Y2, Y3, Y4�限制所有边长相等便可以使用不超过

二次方程构造离散切比雪夫网

(Y1 − Y2)2 = (Y3 − Y4)2 = (Y1 − Y4)2 = (Y2 − Y3)2.

等角网面

定义 � >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化� 则 I(u, v)是等角网� 如果 Iu · Iv =

cos θ0 = const.�其中 θ0 ∈ (0, π
2 )为指定夹角�
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等角参数网定义两族参数线成相同角度的走向� 简单地说� 只要在每一个点处两族参数

线的切向成等角即可� 离散的等角定义会略有不同�且不唯一� 比如�基于四边网�经常使

用的正交网定义是采用限制每个格点星处对角相等 >��@� 即令 Hi, (i = 1, · · · , 4)是从格点

发出的 �个单位边向量�满足

〈H1, H2〉 − 〈H3, H4〉 = 0, 〈H2, H3〉 − 〈H4, H1〉 = 0. �����

对于常角� 则选用曲线切向量夹角的方式定义� 针对不同网格会有不同方法定义的切向

量� 后面章节中会介绍几种不同的切向量定义方式� 不过一旦确定了所有格点处的两个

单位切向量 Wi, Wj �便可以定义常角�

定义 � 一个四边网面称为离散等角网面�当 Wi · Wj = cos θ0 = const.�

7DQJ 等 >���@ 提出了一种 *DXVV�1HZWRQ 变量的算法 �*XLGHG 3URMHFWLRQ 算法� 优化限

制网� 关键点在将约束条件被转化为线性或者二次函数� 如果一些约束条件事先不是二

次的�需要引入额外变量服从了优化条件本身� 这里�构造兼容的不超过二次的约束方程

只需要引入辅助变量 a1, a2构造离散曲线单位切向量满足内积为常数 cos θ0�即

〈71,72〉 − cos θ0 = 0, H1 − H3 − a1 · 71 = 0, H2 − H4 − a2 · 72 = 0. �����

不同限制或给定的常角 θ0�会得到不同纹理的离散曲面�如图 ����左�中两个成 60◦角

的离散参数网�图 ����右是成 30◦ 角的离散参数网� 显然�常角越小�得到的网格越狭长�

为了美观和生产成本的考虑�会尽量避免等角过小的情况� 特别地�当常角 θ0 = 90◦时�网

格面是正交网面 �如图 ����� 正交网面的每个面不一定是矩形面�具有近似矩形的良好界

面�同时它不受奇异点的影响�在参数化建模过程中�也是很基本的参数网构建方式� 在

随后的几个章节里�它也会被频繁的使用�

共轭网面

共轭网是射影变换下的不变量�

定义 � >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化�则 I(u, v)是共轭网�如果 Iuv = Ivu

位于切向量 Iu和 Iv 张成的平面内�即 Iuv ∈ VSDQ(Iu, Iv)�

� �� �
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图 ���� 等角网面�

)LJ� ���� ,VRJRQDO PHVKHV�

图 ���� 正交网面�

)LJ� ���� 2UWKRJRQDO PHVKHV�

存在共轭网的光滑曲面 I(u, v)� 若与面法向量为 Q(u, v) 局部满足 〈Iu,Q〉 = 0� 则

〈Iu,Q〉v = 0�即 〈Iuv,Q〉 + 〈Iu,Qv〉 = 0� 这样 Iu, Iv共轭等价于 〈Iuv,Q〉 = 0�等价于 〈Iu,Qv〉 =

0�也就是说�Iuv 位于由 Iu, Iv 张成的平面上� 这对于无穷小的四边形网格而言�此时网格

面是平的� 平面网格面是光滑共轭网的离散形式�

定义 � >��@一个四边网面称为离散共轭网�当其所有四边网是平面的�

如果对离散共轭网进行保平面性质的细分� 得到的极限参数线网是光滑曲面的共轭网�

显然共轭的切比雪夫网面的每个面都是菱形的�

常见的共轭网有如下几种：

� 从点光源发出的切于曲面的射线和阴影等高线的切线�

� 沿曲面上一条曲线的切平面包络成的可展曲面的直母线和曲线的切线�

� 主法曲率线�

� �� �
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� 平移曲面的等参线�

� 曲面与包含直线的平面的相交曲线以及直线上视点的等高线�

� 等光线和最陡下降方向的曲线�

将概念设计转化为真材实料的实体建筑包含着挑战、妥协和牺牲� 想要找到一种光

滑的、无缝的、单一的材料塑造一个大型的建筑外表皮是很难的事情� 使用平面曲面对

瓦片、面板、板瓦、防潮隔离层等建筑外表皮的构造是容易的�这能减少建造嵌板的复

杂度和生成的成本� 对称的贴图因其美学优点经常在艺术、产品设计、建筑上使用�但是

受限生成成本和效率等建造因素�这样的图样几乎都是平面的�如窗户、墙面、地板等�

一旦涉及到弯曲的造型�尤其表面是双弯曲的形状�问题就会变得复杂起来� 构造自

由结构的常见解决办法是在支撑格栏上使用平面嵌板覆盖� 所以�剩下的问题就是如何

对复杂的形状进行分解和平面化构造� 这样�方便使用不易弯曲的材质如玻璃等以平面

表面的形式出现�

为了获得平面网格面�在每个面 Ii�可以通过引入单位化面法向量 Qi�限制其与各边

向量正交的几何关系�即

QT
i Qi = 1,QT

i (Yi1 − Yi2) = 0.

这样�根据建筑材质的特性�优化以上数值在某个特定阈值内�可以指导生产材料的大小

和规模�以及安装时的贴合与缝隙� 同时�额外引入了面法向量�这对于建筑表面的定向、

光线等研究提供了方便�

这里平直度是通过测量一个面板两对角线之间最短的距离� 如图 ���中四边网格对

角线之间的线段 �红色�的长度�该数值是衡量面板造价最直接的因素� 显然该数值相对

于网格的大小而言越小� 则四边网的平面化效果越好� 如果使用玻璃等不易弯曲的材料

做嵌板�则误差越小� 实际建造的经验而言�数值达到 10−6的精度就已经足够�

图 ���中展示一组自由的离散共轭网面�每个面都是尽可能平面化的�其平直度见右

侧数值 [0, 10−6]�对应的颜色从蓝色渐变到红色�即网格面越蓝�平面化越高� 图 �����左展

示了迪拜 <DV酒店的建筑外表面� 全局上看似光滑的表面� 其实是由每个独立的玻璃构

� �� �
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图 ���� 网格平直度定义�

)LJ� ���� 3ODQDULW\ RI D TXDG�

图 ���� 共轭网格�

)LJ� ���� &RQMXJDWH PHVKHV�

成的非防水网格� 主要原因是其对应的四边网格面具有高度非平面性 �中图�� 而经过平

面化处理后得到共轭参数网面 �右图��会在一定程度上改变其形状� 这也说明了�使用平

的玻璃板材实现光滑网格面设计并不容易�

网格只是一个单纯的数学概念�至多表示的是单层的建筑结构� 而建筑表面往往是

多层的�多层的结构可以对应于网格的等距面� 这里常考虑的等距面是格点等距和面等

距� 如果两个等距面在格点处具有相同的距离�对应的离散网格要求是圆网 � � �������如

果是在网格面上具有相同的距离�对应的网格是锥网 � � ������� 这两种网格都是共轭网�

也都是离散化的主法曲率网� 对于建筑施工具有非常重要的作用�

� �� �
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图 ����� 平面化 <DV酒店外表面�

)LJ� ����� 3ODQDUL]H WKH VXUIDFH RI <DV +RWHO�

��� 离散常平均曲率曲面

&0&曲面和极小曲面是等温面� 即等参线是主法曲率线且满足共形 �保角�参数变

换� 实际上�通过分析 (XOHU公式和 0HXVQLHU公式发现�对角化等温网得到的正交参数网

是 &0&网且所有曲线具有相同的密切半径�

3DQ等 >���@ 采用三角网格�计算 9RURQRL镶嵌类型指导构造给定自由边界的 &0&曲

面� 本质上� 其忽略了作为设计本身的网格布局� 本文推广以上光滑结论到离散化的

&0&网� 该网格基于一种新颖的离散结构——带球面格点星的四边网 �6�网�� 该网格关

于离散曲率线网对称� 特别地� 当设定相同球面半径和正交网时便得到离散常平均曲率

曲面�此时离散网对角化离散曲率线网� 退化球面格点星为平面格点星�这样便得到离散

正交渐近线网�即离散极小曲面� 具有相同密切圆半径的 &0&曲面使有相同弧半径的可

展面沿着参数线垂直交于曲面成为可能� 这对于具有重复参数的 &0&网壳结构的建造

和可展支撑结构的设计提供了理论基础�

本节首先从纯粹的几何角度分析该离散结构的构成条件�然后转化曲线网和参数面

的微分几何特征到实际可建造结构中�大量重复的直或圆弧的薄片、全等的节点等元素

的出现�极大简化和丰富了模型的建立�

����� 弯曲支撑结构

本章节给出建立在光滑 &0&曲面上弯曲支撑结构的构造条件� 首先�分析 &0&曲

面的几何性质� (XOHU 公式给出了计算曲线在曲面上的法曲率公式� 即 kn = k1 cosφ2 +
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k2 sinφ2� 其中 k1, k2 是两个主法曲率�φ 是曲线的法曲率方向和第一个主法曲率方向之

间的夹角� 显然 φ符号的正负对法曲率计算结果没有影响�说明具有相同法曲率的两个

方向关于主法曲率方向对称� 特殊地� 当 φ = ±π/4 时� 法曲率等于平均曲率� 即 kn =

(k1 + k2)/2 = H �这意味着曲面的平均曲率等于主法向量对角线方向上的法曲率�此时对

角线网也是正交的�

0HXVQLHU公式解释了曲面上曲线的曲率 k和法曲率 kn 之间的关系�即 kn = k cosψ�

其中 ψ是曲线的密切平面与曲面的法向量的夹角� 如图 ����描述的是过点 S的曲线 F和

其上的曲面 6在点 S处的法向量 Q� 其几何意义是曲线的半径为 ρ = 1/k 的密切圆位于

图 ����� 格点星处的0HXVQLHU球�

)LJ� ����� 0HXVQLHU VSKHUH DW D YHUWH[ VWDU�

半径为 ρn = 1/kn 的球面上�此时该球面即0HXVQLHU球面与曲面相切� 法曲率 kn 只依赖

于曲线的切方向� 因此若指定曲面上过同一个点的所有曲线的切方向� 所有曲线的密切

圆都位于 0HXVQLHU球面上� 结合 (XOHU和 0HXVQLHU公式�若指定每个点的 0HXVQLHU半径

r = ρn = 1/kn 为常数�则曲面是 &0&曲面�此时 H = 1/r� 特别地�当所有半径 r = ∞�

曲面为极小曲面�

由几何关系 k2 = (k cosψ)2 + (k sinψ)2 = k2
n + k2

g � 不难发现� 当 ψ = 0 时�k =

±kn, kg = 0� ρ = ρn = r�即曲线为曲面测地线�也就是0HXVQLHU球面的大圆� 因此当其中

一族曲线是测地线且另一族是正交轨线时�该曲线网构成测地平行坐标系� 进一步�当正
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交轨线也是测地线时�曲面既是常平均曲率曲面�又是可展曲面�故只能是圆柱面或平面�

接下来发现�沿着 &0&曲面网格线�存在直的或圆弧状的可展面垂直于该网格面�

引理 � 一个可以弯曲但不可以拉扯的平圆弧条面�只沿着具有常法曲率的曲线 F垂

直附着于一个给定的参考面 6� 特别地�直条面只能沿着渐近线垂直附着于曲面 6�

这里并没有给出严格的几何证明过程�而是通过分析微分几何中曲线在曲面上的性

质�很自然得到的结论� 其对应的实际意义也具有指导性�

'DUERX[标架为研究曲线在曲面上的弯曲程度提供了帮助� 沿着曲线 F我们可以构

造垂直于曲面 6的可展面� 假设存在可展条面 '�附着于曲面上的曲线 F� 如果从平直条

构造模型�F对于 '来说必然具有消失的测地曲率� 在 F上每一点处�'的切平面与参考面

6的切平面垂直� 因此 F对于 6具有消失的法曲率�这就是 6上所谓的渐近线�

推广以上平直的可展条面�如果可展条 '是弧形结构�即边界曲线 F是半径为 r的圆

弧�则 F关于 '必具有常测地曲率 1/r�因此参考面 6有常法曲率 1/r� 沿着曲线 F垂于

曲面 6的可展面 '一般情况它的直母线 U不平行于面法向量 Q�如图 �����左�� 7DQJ等 >��@

图 ����� 可展条带面的直母线 U一般不平行于法向量 Q�

)LJ� ����� $ GHYHORSDEOH VWULS¶V UXOLQJV U DUH JHQHUDOO\ QRW SDUDOOHO WR WKH QRUPDO YHFWRUV Q�

详细讨论直母线 U = kgQ + τgW在 τg = 0时�与面法向量 Q一致的情况� 本文大多数情况

不是这种�但是与这个事实密切相关的是可展条面沿非曲面法向量的某条曲线 Q相交于

某个节点 �如图 �����右�� 然而曲线 Q通常近乎直的�因此对于实际需求�可以使用直线近

似代替� 这里涉及的节点夹角指直接在参考面 6上测量的夹角� 理论上讲�两个条面的夹

角与沿着 Q的夹角略有不同�

� �� �
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为了得到更多重复性的元素�可能要求在所有的节点处具有相同的节点角� 对此�需

要 (XOHU公式 kn = k1 cosφ2 + k2 sinφ2�其中�φ是第一个主法曲率方向和想要计算的法曲

率方向的夹角� 当 φ = ±π/4时�kn = (k1 + k2)/2 = H �这意味着这样的结构只能由平均

曲率等于 1/r的曲面实现� 这些 &0&曲面在微分几何中被广泛研究�特殊的情况是条面

r = ∞是直的�平均曲率 H = 0�曲面是极小曲面�

定理 � 由具有相同半径 r 且在节点正交的圆弧状条面构成的弯曲支撑结构建立了

&0&曲面 �H = 1/r�� 特别地�直的条面产生极小曲面� 支撑结构的条面被附着在主法曲

率方向的对角线上的�且这些对角方向也是取得测地挠率极值的方向�

因为 &0&曲面和极小曲面是等温面�所以它们拥有参数化 6(u, v)� 它是从 (u, v)参

数平面共形映射到等参线是主法曲率线的曲面� 这样参数化也映射对角网格 u ± v =

const.到条面附着的曲线�

如果需要常角而非直角节点夹角 2φ� (XOHU公式显示曲面 6在它的主法曲率之间存

在关系 Ak1 + Bk1 = 1/r� A = cosφ2, B = sinφ2� 而有着直的条面 �r = ∞�的结构会产生

常负主法曲率比 k1/k2 = −B/A的曲面 >��@�

使用图 ���的办法衡量网格条面D的可展性�即测量每个四边网格 s(Y1, Y2, Y3, Y4)的

对角线距离作为平面性� 为了统一测量单位�需将该距离进行标准化�即对角线距离值除

以对角线的平均长度

ps(Y1, Y2, Y3, Y4) = 2d(Y1Y3, Y2Y4)
d(Y1, Y3) + d(Y2, Y4)

.

例如�对于 1m × 1P正方形��FP的对角线距离对应的平面性为 ������ 当用颜色可视化平

面性时�纯红色映射为平面性为 �����或者更高的�如图 �������������������中的颜色展示�

对于结构的数字化设计� 有必要构造能让条面附着的离散曲率网格� 这意味着需要

提出针对四边网网格参数线能离散光滑曲面上常法曲率 kn的系统�

� �� �
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����� 6�网格点星条件

离散化构造 &0&曲面的一种简单形式是考虑正则四边网� 类比于以上对光滑曲线

在连续曲面上某一点处的分析� 这里考虑每个四价格点星处几何条件� 限制正交和 �点

共球条件�即得离散常平均曲率曲面�

定义 � 若正则四边网格的每个格点及其相连的四个格点位于一个球面上�则该网格

称为 6�网 �6�QHW��每个格点星称为球面格点星 �6SKHULFDO YHUWH[ VWDU��

具有球面格点星的四边网离散了关于主法曲率线对称的曲线网�

定理 � 6�网关于主法曲率网对称�

构造 &0&网的关键点不只是要求 6�网�还要求每个球半径数值相同�不妨设为 r� 这

样我们才能得到常法曲率为 1/r的离散曲面�再补充正交条件�即得 &0&曲面�

定理 � 具有相同半径的球面格点星的正则四边网离散化具有常法曲率的光滑曲面�

进一步地�若增加曲线在格点处正交的条件�离散常法曲率曲面是离散 &0&曲面�

推论 � 正交且拥有常球面半径的 6�网是离散 &0&曲面�

考虑格点 Yi 及其相连接的四个邻域点 Yi1, Yi2, Yi3, Yi4� 如图 �����右� 当五点共球 Si�

球半径为 r时�连续三点 Yi1, Yi, Yi3 构成离散曲线且位于在点 Yi 处的密切圆上�该密切圆

位于这个球上� 对 Yi2, Yi, Yi4 同理� 因为每个密切圆都切于离散的参考曲面�而该球包含

两个密切圆也切与参考面�所以�这个球就是过点 Yi的两个参数线的公共0HXVQLHU球� 又

因为所有这些格点球半径相同�所以 6�网就构成了离散常法曲率网�

离散 &0&网涉及到的正交网面定义可以参考 /LX等 >��@ 在介绍锥网 �FRQLFDO PHVK�

时使用的格点处两组对角和相等这一几何关系� 特别地�当共球半径 r = ∞�球面退化为

平面�则参数线变成渐近线�离散网格成为 $�网�正交的 $�网是离散极小曲面�

当然�除了这种绝对的几何状态�还有一种组合几何�即同一网格上�既存在球面格点

星又存在平面格点星� 这种性质的研究已经超过建筑几何的内容� 更多是离散微分几何

理论的范围�值得未来探索�
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网格面是平面的 6�网具有参数线是共轭的且关于主法曲率方向对称的性质� 另外�

如果这种参数线是等角的� 它又是主法曲率比为常正数的离散 :HLQJDUWHQ 曲面� :HLQ�

JDUWHQ 曲面是指平均曲率和 *DXVV 曲率满足某个函数方程 f(H, K) = 0 的曲面� 或者

说� 曲面的主法曲率 k1, k2 满足某个方程 φ(k1, k2) = 0� 其主要特例包括 &0& 曲面

�φ = k1 + k2 − c�、极小曲面 �φ = k1 + k2�、常 *DXVV 曲率曲面 �φ = k1 · k2 − c�、常

调和平均曲率曲面 �φ = 1/2(1/k1 + 1/k2)�、一个主法曲率为常数的管面、旋转面、螺旋

面等� :HLQJDUWHQ曲面最主要的特征是具有重复性的曲率元� 因为一般的曲面通常具有

两个参数族的曲率元�而:HLQJDUWHQ曲面只有一族曲率元�因此将:HLJDUWHQ曲面推广到

建筑上� 在建筑嵌板方面具有显著优势� 对于自由型曲面的构造与具有重复元素带来的

建造成本之间的权衡是一种很好的策略� 曲面由单参数族的等参线覆盖� 且这些等参线

上的主法曲率均为常数�沿着这些等参线可以放置由相同模具制造的嵌板� 非:HLQJDUWHQ

曲面所需模具的数量预计约为面板 N 的数量� 而 :HLQJDUWHQ 曲面所需模具数量减少到
√

N � 一个重要的研究优势是�给定任意自由型的建筑曲面�如果可以使用:HLQJDUWHQ曲

面进行近似构造� 这就意味着极小地改变了设计却获得了更高重复性的局部形状� 这是

建筑几何值得研究的地方�

����� 构造方法

构造 &0& 网格的关键步骤是先从 &0& 曲面上计算得到等温网� 这里使用四边网

格� 构造的等温网的主要特征是边沿着主法曲率方向�四边网格尽可能是正方形�这样保

证得到的对角化参数网格是尽可能正交的� &0&曲面上这样的等温网总是存在的�不同

的等温网的主要差别是正方形的大小�

因此�首先从给定的 &0&曲面 6上获得一组边沿着主法曲率方向的四边网�可以使

用 5KLQR中 7�0$3插件快速获得初始网格 00� 然后使用 *XLGHG 3URMHFWLRQ算法 >���@ 进

行网格“拉抻”变形�直到沿着主法曲率方向的四边网尽可能是正方形（即除了正交还

要求四边长度尽可能相等）为止�这时的网格便是等温网01� 然后进行边中点细分�得到

的新参数网02�就是参考面 6上边位于常法曲率方向的网格 �如图 ������

� �� �
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图 ����� 由初始 XQGXORLG曲面构造近似等温网01和 &0&网02�

)LJ� ����� *HW 1HDUO\ LVRWKHUPLF PHVK01 DQG &0& PHVK02 IURP DQ XQGXORLG VXUIDFH�

如果网格线的密度选取不当�得到的等温网只会覆盖 6的一小部分� 可以增加额外

的水平线�随着“拉伸”变形�网格线会逐渐均匀分散在参考面上� 所以一个恰当的办法

是�参考面 6选取的足够大�这样给实际的结构足够的“拉抻”空间�

在投影算子的帮助下�可以刻画初始网格的边向量 Yi − Yj 位于曲面主法曲率方向 G1

或 G2上�即满足

0 = GT
1 (Yi − Yj)GT

2 (Yi − Yj) = (Yi − Yj)TG1GT
2 (Yi − Yj).

随后�需要优化给定网格成为具有球面格点星的网格� 这里有两种方法进行 �点共

球表示� 一种是代数表示�即 �点满足具有相同系数变量的二次球面方程�另一种是对几

何意义的呈现�即通过引入共球球心为变量�满足 �点至球心的距离为指定半径长度� 二

者可以相互转化并没有本质区别� 不过前者使用的球面方程表示更具有一般性� 比如当

某些格点为平面格点星时�即球心位于无穷远点�半径无限大时�球面方程二次项系数变

量自动变为 ��此时格点退化为 $�网格点� 显然用后者表示具有一定的局限性�不过其在

指定球面半径或成常角的球面格点星条件时表示得更直接�

首先�对于球面格点星的代数限制�设格点 Yi 及其邻域点 Yij, (j = 1, · · · , 4)共球�则

�点满足具有相同系数的二次曲面方程

f(Yk) = a · Y2
k + (b, c, d) · YT

k + e = 0, (k = i, ij). �����

其对应的标准方程 (x−m1)2+(y−m2)2+(z−m3)2 = r2的球心坐标Pi = (m1
i , m2

i , m3
i ) =

(− b
2a , − c

2a , − d
2a)�和半径为 r =

√
b2 + c2 + d2 − 4a · e/(2a)�

� �� �
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显然将系数 (a, b, c, d, e)放缩相同比例后�方程表示的仍然是同一个曲面�所以对其

进行标准化处理具有简化的意义� 曲面在某一个点的法向量由曲面在该点的梯度决定�

即

Q(v) = − ∇f

‖∇f‖ = − (2ax + b, 2ay + c, 2z + d)
‖(2ax + b, 2ay + c, 2z + d)‖ .

结合球面方程�令简化的 ‖∇f‖2 = b2 + c2 + d2 − 4a · e = 1即可�

针对每个格点 Yk = (xk, yk, zk), (k = i, ij)�转化以上代数关系为次数不超过二次的

方程进而使用 *XLGHG 3URMHFWLRQ算法进行表示�涉及到的变量为 X = [Yk, wk, a, b, c, d, e]

满足限制方程为：

Y2
k − wk = 0,

a · wk + b · xk + c · yk + d · zk + e = 0,

b2 + c2 + d2 − 4a · e − 1 = 0.

若指定每个格点处 Yi处球面半径为 ri�则补充变量 Pi = (m1
i , m2

i , m3
i )和限制条件

2 · a · m1
i + b = 0,

2 · a · m2
i + c = 0,

2 · a · m3
i + d = 0,

(Yk − Pi)T (Yk − Pi) − r2
i = 0.

其次�对球面格点星的几何意义进行限制表示� 在每个格点 Yi 及其邻域点 Yij, (j =

1, · · · , 4)�引入半径 ri�球心 Pi满足方程

(Yk − Pi)T (Yk − Pi) − r2
i = 0, (k = i, ij).

对于成常角包括正交的 6�网�需要对离散曲线切向量进行定义� &0&曲面网的构造

需要指定两族正交的参数线�即满足在格点处�两族参数线的切向量彼此垂直� 对此�切

向量 7i1,7i2可以通过两个密切圆的切向量定义�

� �� �
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定义 � 球面格点星的切向量定义为

7ij = %ij × 1i, j = 1, 2,

其中 %i1 = (Yi1 − Yi) × (Yi3 − Yi),%i2 = (Yi2 − Yi) × (Yi4 − Yi)� 1i = Yi − Pi.

引入额外变量�转化上述关系为多项式次数不超过二次的等式�便可以使用 *XLGHG 3UR�

MHFWLRQ算法进行迭代优化求解�降次等式如下：

(Yi1 − Yi) × (Yi3 − Yi) − %i1 = 0,

(Yi2 − Yi) × (Yi4 − Yi) − %i2 = 0,

%i1 × (Yi − Pi) − 7i1 = 0,

%i2 × (Yi − Pi) − 7i2 = 0,

8i1 − ai1 · 7i1 = 0,

8i2 − ai2 · 7i2 = 0,

82
i1 − 1 = 0,

82
i2 − 1 = 0,

8i1 ∗ 8i2 = 0,

其中�实变量 ai1, ai2 的引入为了构造单位化切向量 8i1,8i2�方便进一步对成等角参数线

网的构造� 上述定义结合球面格点星的几何条件�是光滑情况的离散等价物� 但该定义要

求存在球心�否则 ai1, ai2 取值无穷大� 为了避免这种情况的发生�下面对退化情况的讨论

给出了更具有一般性的切向量定义�二者在本质上相同只是表达方式的区别�

根据方程 �����的球面代数表达式�当二次项系数 a = 0时�球面方程退化为平面方

程� 格点星为平面格点星� 面法向量 Q//(b, c, d)� 由曲线曲率公式 k = 2a
‖∇f‖ = 2a = 1/r

知�圆弧半径 r 为无穷大�曲线曲率 k = 0� 此时�不能通过球心和半径表示离散曲线 �直

线� 的切向量� 为了兼容球面格点星和平面格点星共存于一个网格面的情况� 需要对每

个格点处的离散曲线切向量进行重新定义� 定义的条件只局限于使用折线段上临近三点

Yi1, Yi, Yi3 �如图 ������且不能存在无穷值�

� �� �
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图 ����� 格点星处离散曲线切向量�

)LJ� ����� 7DQJHQWV RI GLVFUHWH FXUYHV DW YHUWH[ VWDU�

为此�给出如下定义�

定义 �� 可同时兼容球面格点星和平面格点星两种不同条件的离散曲线 {Yi1, Yi, Yi3}

定义的切向量为

Wi1 = (i1‖(i3‖2 − (i3‖(i1‖2,

其中 (i1 = Yi1 − Yi,(i3 = Yi3 − Yi� 同理�另一条离散曲线 {Yi2, Yi, Yi4}定义的切向量为

Wi2 = (i2‖(i4‖2 − (i4‖(i2‖2.

首先�对于平面格点星�若三点共面非共线�则 Wi1 自然定义在该平面 �密切面�内�若三点

共线�只要不存在重叠情况 �通过光滑因子可以保证��则 Wi1 方向与其共线� 其次�对于球

面格点星�只需要验证 Wi1 与定义 �中的切向量 7i1 共线即可� 由初等几何知识可从圆上

推导出

Wi1//7i1 = (i1 × (i3 × 1i = (i3 · ((i1 · 1i) − (i1 · ((i3 · 1i).

对 {Yi2, Yi, Yi4}同理�

最后对于平直的或者弧状的可展面 ' 的构造变得很直接� 只需要利用每个格点处

的法向量� 对于球面格点星�格点法向量从球心指向格点�即共线于 Q = (2ax + b, 2ay +

c, 2z + d)�当 a = 0时�即为平面格点星法向量 Q = (b, c, d)� 选取合适的法向量长度�即可

以构造网格面的等距网� 相邻的具有相同长度的法向量可以形成四边网� 从而构成或直

或弧状的可展面�

� �� �
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����� 应用实例

6�网关于主法曲率网对称�而且出于对美学和制造方面的考虑�它具有简单的形状和

更丰富的表现力� 图 ����展示了一组不同 6�网�其中后三个是对已有网格的重新网格化

表示� 特别地�重新网格化后的 /LOLXP塔 �图 �����右�相比较最初按照楼层排列的主法曲

率网�具有更丰富有趣的外观特征�

图 ����� 主法曲率对称参数网�

)LJ� ����� 3ULQFLSDO V\PPHWULF PHVKHV�

早在 ����年由 %UXQR 7DXW建立的玻璃亭子 ������左�是最早使用非平凡的平面网构

造建筑结构的实例之一� 尽管该旋转结构只包含一些面板�但在没有计算支撑情况下�获

得如此高的美感仍然存在很多困难� 6ZLVV 5H 7RZHU������中�是最新的一个建筑实例� 塔

的形状也是一个简单的旋转表面� 和玻璃亭子类似�建筑师没有沿着楼层 �平行圆�和垂

直轮廓曲线 �即沿着旋转表面的主曲率线�进行镶板�而是选择了一个更有趣的解决方案�

它遵循相对于主要方向对称的方向� 换句话说�这些网格离散了曲面上的曲线网�曲面在

每个点处的平分方向是主曲率方向� 7RUQDGR塔 ������右�内外表面同时存在两种网格结

构�内层玻璃嵌板沿着主法曲率方向�外层网壳结构则遵循旋转曲面的主要对称网� 这三

个建筑表面都是 6�网结构�

从光滑 &0&曲面获得等温网�对角化得到常法曲率网�其仍然是 &0&网� 通过构造

带有球面格点星的 6�网�满足正交参数线和球面常半经条件�得到离散 &0&网格� 同时

附着在参数线与参数网正交的网格面是直的或圆弧状的可展面� 推广到实际建造中� 可

以实现具有弧状或直的边界的弯曲支撑结构的网壳模型�
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图 ����� 6�网建筑表面�

)LJ� ����� $UFKLWHFWXUDO VXUIDFHV E\ 6�QHW�

假设一个初始网格0�沿着参考面 6的主法曲率方向排列�使用光滑化、对齐、共形

等限制保证网格0在参考面 6上滑动来获得等温网� 0的对角线是条面放置的位置� 使

用平面化的限制优化条面来获得可展条面�其中限制下边界是在0的对角线上�上边界

线与其等距�等距高度为 h�

这里以 XQGXORLG�RFHDQ 面为例进行构造� XQGXORLG 由椭圆悬链线进行旋转得到� 图

����分别显示了常法曲率网、过曲面法向量的初始条带面、�次细分和 ��次迭代优化后

的条带面�其中条带面的颜色依据可展性的不同进行显示变化�

图 ����� 优化常法曲率网上的弯曲支撑条带面�

)LJ� ����� 2SWLPL]HG FXUYHG VXSSRUW VWULSV DORQJ VXUIDFHV RI FRQVWDQW QRUPDO FXUYDWXUH�

图 ����展示了缩小 XQGXORLG网格面上红色圆线的半径的效果�过程中保持 XQGXORLG
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的边长且固定所有球面格点星的球面半径� 事实上�所有半径等于 XQGXORLG的平均曲率

的倒数� 图中平均曲率的计算可以通过三角化参考面后估计�大约 H = 1.25�

图 ����� 具有弯曲支撑结构的 6�网实际模型变化过程�

)LJ� ����� 'HIRUPDWLRQ RI UHDO 6�QHW PRGHO ZLWK FXUYHG VXSSRUW VWUXFWXUHV�

图 ����展示了参考面 �H = 0.68�、等温网、常法曲率曲线网和初始条面� 优化后的

条面见图 ����� 当接近边界线时�条面质量退化�不能通过优化条面解决� 因为直母线由

指导曲线的测地挠率 τg和法曲率 kn决定�而这两个量由 6唯一决定�因此不能单独改变�

除了 XQGXORLG和 RFHDQ曲面的例子�以上离散 &0&曲面的构造还推广到了实际建筑

模型中�即使用直的或具有相同半径的圆弧可展材料如纸板、木板、金属板等薄片作为

弯曲支撑结构构造网壳模型� 其中这些薄片沿着参考面的主法曲率线的对角线方向� 过

参考面的法向量�相交于正交节点� 渐近网壳结构 �如图 ����是从纯粹的几何概念转换到

建筑项目的一个主要实例� 双层的虚拟底面是退化的 &0&曲面�即极小曲面� 薄片是直

的可展支撑结构� 模型的构造涉及到严格的几何限制设计、制造、带压力的薄片网格的

� �� �
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图 ����� 从 2FHDQ曲面逐渐构造等温网、常法曲率网和初始条带面�

)LJ� ����� 2FHDQ VXUIDFH� LVRWKHUPLF PHVK� PHVK RI FRQVWDQW QRUPDO FXUYDWXUH DQG LQLWLDO VWULSV�

图 ����� 两次细分和优化后的弯曲条带面�

)LJ� ����� &XUYHG VWULSV DIWHU � URXQGV RI VXEGLYLVLRQ DQG RSWLPL]DWLRQ�
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图 ����� 78 0XQLFK校园内具有直可展支撑结构的渐近网壳结构细节�

)LJ� ����� 'HWDLOV RI WKH $V\PSWRWLF *ULGVKHOO ZLWK VWUDLJKW GHYHORSDEOH VXSSRUW VWUXFWXUHV LQ 78
0XQLFK�

组装和负重行为的分析等� 这个过程既体现了几何设计的优点又显示了建造中存在的挑

战� 详细的制造过程参考文献 >�����@�

该网壳模型是满足插值边界线要求的极小曲面网壳结构�跨度为 9 × 12P�覆盖近似

��m2 的面积区域�自重为 18kg/m2�共计 ���吨� 这是第一个在 &0&曲面上利用常法曲

率网格的几何潜力构造的建筑结构� 形状和薄片梁格的美学质量由形成过程决定�依从

该设计方法的曲率限制� 细长的薄片创造了渐变的美学效果�直视看到的是全透明的效

果�倾斜望去�近乎不透明表面 �如图 �����左�� 弧形的边界促使了网格面类壳形状�扩展

这种设计方法到所有 &0&曲面能创造同向单行的形状�

所有的节点处都是全等的和正交的� 因此可以使用重复的正交连接点 �如图 �����

右�� 在每一个交点处�两对平行的薄片通过垂直的插槽交错拼接� 插槽是双层的�和薄片

的厚度一样宽�在集装过程中允许至多 60◦ 旋转� 在变形到目标几何形状后�一个简单的

运输螺栓用来固定连接点� 一个额外的十字形夹子固定对角缆线�

渐近网壳模型由 ���PP高����PP厚的直的无应变双层钢薄片构成�平行等距薄片

距离是 ��PP�它们遵循钢原型详细的构造策略� 薄片被激光切割成直的�这样允许极小

斜切� 同时也很容易运输� 垫圈和夹子的制造也被包含在相同的激光切割过程� 极大地

减少了各个部件的制造成本� 薄片由卡槽组合在一起形成极小曲面的平面梁或者一般

&0&的球状梁� 在这个模型生成过程中�薄片没有测地挠率�交角非常角� 连接点是灵活

的�允许剪刀状运行� 薄片梁格能在预先定义的形状空间内进行变形�其中一个是指定的
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参考曲面�只需要施加每个节点交角为 90◦� 变形的行为也遵循相同的主法曲率原则�动

力行为称为合规机制 �&RPSOLDQW 0HFKDQLVP�� 即过程中不需要脚手架可以弹性竖起� 当

然�该机制服从于重力和其他外部压力�需要被选择性地测量�而这更多是建筑建造的范

围�值得进一步的研究�

��� 离散测地平行坐标系

最和本文工作相关的研究是 5DELQRYLFK 等 >��±��@ 的三篇文章� 本文推广了这个离散

结构�使用了离散化的测地平行坐标系�构造了离散测地正交网格�并与离散近似可展曲

面和离散旋转面建立了密切联系� 离散测地平行坐标系的使用表现出了多方面的潜在优

势�无论是在离散数学理论上�还是在实际建筑应用上�

曲面的测地坐标系是一种正交坐标系且其中一族参数线是测地线� 它是内蕴几何下

最简单的坐标系�包括测地平行坐标系和测地极坐标系� 我们先介绍测地平行坐标系 >���@

的基本知识� 随后探索其离散几何意义和其潜在的应用价值� 并在第四章介绍该离散模

型在建筑设计上的应用�

����� 几何性质

定义 �� >���@如果一条曲线与一族给定的曲线相交成直角�则该曲线称为给定曲线的

正交轨线�

平面上一族直线或同心圆 �见图 �����的正交轨线 �红�有如下性质� 任意两个正交轨

线被这族直线或同心圆所截线段长都相等�

曲面上任意一族测地线的正交轨线有相同的性质�即任意两条正交轨线截取相等测

地线段长� 反之�如果曲面上一族曲线被任意两条正交轨线所截线段等长�则该曲线族都

是曲面上的测地线�如图 ����中红色线是测地线�被灰色的正交轨线截取等长测地线段�

定理 � >���@曲面上的曲线族是测地线当且仅当由任意两条正交轨线切割的测地线段

长都相同�

定义 �� >���@一族测地线的正交轨线被称为测地平行线�

� �� �
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图 ����� 平面直线族和同心圆及其各自的正交轨线�

)LJ� ����� 3ODQDU OLQHV DQG FRQFHQWULF FLUFOHV DQG WKHLU RUWKRJRQDO WUDMHFWRULHV�

图 ����� 测地平行线截取的测地线段等长�

)LJ� ����� 6DPH JHRGHVLF HGJH OHQJWKV FXWWLQJ E\ JHRGHVLF SDUDOOHOV�

之所以被称作平行线�是因为任意两条正交轨线间距相同� 而被叫做测地平行线是

因为该距离是沿着测地线测量的� 一个简单但也非常重要的例子是旋转面上的平行圆均

是测地平行线�特殊地�球面上的纬线也是�

通常�测地平行线不是测地线�但是当一族测地平行线也是测地线时�曲面是可展曲

面�即两族正交测地线参数化的曲面是可展曲面 >���@�其离散化的结论即是 � �����中介绍

的离散正交测地网 >��±��@ 表示的离散可展曲面� 以下说明对于任意曲面�总是存在测地平

行坐标系�且对于指定的测地平行线�测地线族是唯一的�

若曲面 6上存在一条光滑的曲线 F0�则曲面 6上存在唯一一族测地线与曲线 F0垂直

相交� 如果从 F0 沿着测地线测量相同的段长位置�则它们轨迹的端点是测地线的正交轨

线 Fs�曲线 Fs也是测地平行线�

� �� �
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平面上平行直线和同心圆满足任意两条之间距离是相等常数 �如图 ����所示��更一

般地�任意曲线和它们的等距线也具有这个特性� 垂直于一族等距线的曲线是测地线� 局

部地�这两族曲线是平面区域上的参数面 I(u, v)的等参线族� 这是一种特殊的曲面上的

测地平行坐标系 >���@�

定义 �� 一个曲面 I : R2 ⊇ [u0, u1] × [v0, v1] → R3 称为是沿着测地平行坐标系的参

数化曲面�如果参数线是正交的 �fu ⊥ fv��且其中一族参数线�如 u�线 �v = FRQVW���是测

地线 �如图 ������

图 ����� 测地平行坐标系�

)LJ� ����� *HRGHVLF SDUDOOHO FRRUGLQDWHV�

一族非常简单但也非常重要的这样测地平行坐标系的例子包含所有如下参数化的

旋转面：

I(u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v, h(u)).

这个参数化明显是正交的且经线是测地线 �图 �����右� v = FRQVW���

����� 格点星条件

本文主要用正则四边网�即类似于 Z2 格状矩形比例网格�构造离散正交测地网� 由

映射 I : Z2 → R3 定义的离散参数网�过 (u, v) ∈ Z2 的参数线构成多边形 I(Z, v)�I(u,Z)�

类似光滑例子�称其为 u�线和 v�线� 因为只是考虑围绕 I(u, v)的局部网格性质�所以针对

格点使用类似表示方式 >��@�如图 ������ 为了使表达式简短清楚�记 I(u, v) → I并使用轮替

� �� �
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符号表示 I1 = I(u + 1, v)和 I1̄ = I(u − 1, v)�如下所示�

I = I(u, v), I1 = I(u + 1, v), I2 = I(u, v + 1),

I1̄ = I(u − 1, v), I2̄ = I(u, v − 1), I12 = I(u + 1, v + 1),

I1̄2 = I(u − 1, v + 1), I12̄ = I(u + 1, v − 1), I1̄2̄ = I(u − 1, v − 1),

其离散偏导定义为一阶向前差分算子�

δuI = I1 − I, δuI1̄ = I − I1̄, δvI = I2 − I, δvI2̄ = I − I2̄,

进而�二阶偏导为�

δuuI1̄ = δu(δuI1̄) = δu(I − I1̄) = δuI − δuI1̄ = I1 − 2I + I1̄.

通过算法中的光滑因子可以保证非退化的边长� 从 I点发出的单位边向量是

H1 = δuI
‖δuI‖

, H2 = δvI
‖δvI‖

, H3 = − δuI1̄
‖δuI1̄‖

, H4 = − δvI2̄
‖δvI2̄‖

.

图 ����� 格点星处单位边向量和夹角�

)LJ� ����� 8QLW HGJH YHFWRUV DQG DQJOHV DW D YHUWH[ VWDU�

从格点 I出发的边向量夹角为

α12 = ∠(H1, H2) = arccos〈H1, H2〉, α1̄2 = ∠(H2, H3) = arccos〈H2, H3〉,

α1̄2̄ = ∠(H3, H4) = arccos〈H3, H4〉, α12̄ = ∠(H4, H1) = arccos〈H4, H1〉,

� �� �
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其中 〈·, ·〉表示欧式数量积�

定义 u�方向和 v�方向的单位切向量为这些方向上两个连续单位边向量的差的单

位化：

7u = H1 − H3
‖H1 − H3‖

, 7v = H2 − H4
‖H2 − H4‖

.

进一步�定义在格点 I的 u�方向和 v�方向的参数多边形的单位边长主法向量�其中连续多

边形部分之间的夹角非 0或 π：

1u = H1 + H3
‖H1 + H3‖

, 1v = H2 + H4
‖H2 + H4‖

.

单位切向量和单位主法向量在图 ����中的密切平面上得以展示� 在以上设定的离散化中�

切向量和主法向量是正交的�即 1u ⊥ 7u� 1v ⊥ 7v�

有了切平面上的正交基 (7u,7v)�可以在格点 I处定义连续的网格单位法向量

1 = 7u × 7v

‖7u × 7v‖ .

图 ����� 格点星处局部标准正交基�

)LJ� ����� /RFDO RUWKRQRUPDO EDVLV DW D YHUWH[ VWDU�

离散测地参数线

以下定义是离散化的已知事实�即曲面上的曲线是测地线当且仅当它的主法向量定

向后和曲面的法向量方向一致�

定义 �� 离散参数网的 u�参数线是离散测地线当且仅当 1u平行于 1�

注 � 这里离散测地线只定义在内部曲线而不是边界线上�

� �� �
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引理 � 离散参数网的 u�参数线是离散测地线�如果在每个格点 I从 u�参数发射出的

边与两侧的边夹角的余弦值和相等�即

cosα12 + cosα1̄2 = cosα12̄ + cosα1̄2̄.

证明 首先�假设 1u总是垂直于 7u�有

1u ‖ 1 ⇔ 1u ⊥ 7u,7v ⇔ 1u ⊥ 7v ⇔ 〈H1 + H3, H2 − H4〉 = 0

⇔ 〈H1, H2〉 + 〈H2, H3〉 − 〈H1, H4〉 − 〈H3, H4〉 = 0

⇔ cosα12 + cosα1̄2 − cosα12̄ − cosα1̄2̄ = 0.

!

离散正交网

有了参数线的切向量�我们可以很自然地定义网格的正交条件：

定义 �� 离散参数网是离散正交网当且仅当在每一个格点参数线的切向量 7u和 7v

都正交�

引理 � 一个离散参数网是一个离散正交网�如果在每一个格点对角的余弦值之和相

等�即

cosα12 + cosα1̄2̄ = cosα12̄ + cosα1̄2.

证明 由已知�可得

7u ⊥ 7v ⇔ 〈H1 − H3, H2 − H4〉 = 0

⇔ 〈H1, H2〉 − 〈H2, H3〉 − 〈H1, H4〉 + 〈H3, H4〉 = 0

⇔ cosα12 − cosα1̄2 − cosα12̄ + cosα1̄2̄ = 0.

!

离散测地线的另一个定义 α12 +α1̄2 = α12̄ +α1̄2̄�它与多面体曲面相关 >������@� 类似地�

一个不需要余弦值的离散正交条件 �α12 + α1̄2̄ = α12̄ + α1̄2�也与多面体曲面相关�定义在

� �� �
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锥网 >��@的理论体系里� 在引理 �和 �的特征方程中出现的余弦值对于数值优化计算甚至

还是一种优势�因为它们对于变量 �边单位向量�来说是双线性的� 所以它们兼容 *XLGHG

3URMHFWLRQ算法 >���@�即通过使用最多二次的约束方程 �即使需要引入额外的变量�来加速

*DXVV�1HZWRQ方法的收敛性�

图 ����� 离散测地平行坐标系几何特征�

)LJ� ����� *HRPHWU\ SURSHUWLHV RI GLVFUHWH SDUDOOHO FRRUGLQDWHV�

离散测地平行

结合上面构造的离散测地线和离散正交网� 给出以下研究的本质定义� 它离散化了

测地平行坐标系�

定义 �� 离散参数网格称为是由离散测地平行坐标系参数化的�如果网格是离散正

交的且 u参数线是离散测地线�

定理 � 以下三个条件彼此等价：

��� I由离散测地平行坐标系参数化�

��� 在每个格点 f �有 α12 = α12̄ � α1̄2 = α1̄2̄ �图 �����左��

��� 在每个格点 I� u�线的离散密切平面 �由 f1̄, f, f1 张成�是 v�线边向量的二分面� 即 H2

和 H4关于 u�方向的密切平面镜面对称 �见图 �����右��

� �� �
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证明 条件 ���和条件 ���的等价是显然的�因为从引理 �和引理 �增加和提取特征

方程能产生 cosα12 = cosα12̄ 和 cosα1̄2 = cosα1̄2̄�因此得到角的相等关系� 条件 ���和条

件 ���的等价可以从反射的保角关系 �见图 �����推导� H2 和 H4 关于包含 H1 的对称平面

的镜面对称暗含了相等的角关系 α12 = α12̄�同理� α1̄2 = α1̄2̄� 另一方面�角关系 α12 = α12̄

暗示了 H2 和 H4 是直圆锥的直母线�其中 ff1 是锥轴且格点是 f � 类似地� H2 和 H4 也是锥

轴为 ff1̄且相同格点 f 的直圆锥的直母线� 因为两个圆锥关于密切平面 ff1f1̄对称�向量

H2, H4关于相同的平面镜面对称� !

注 � 如上条件 � 只在格点 f1̄, f, f1 非共线的情况下有效� 否则只有条件 � 和条件

�有效�

在章节 �����中�应用离散测地平行坐标系参数化的曲面局部或全局地近似了给定的

参考曲面 �如图 ����、����、������其近似效果在视觉上和 &ODLUDXW数值上都说明了网格

的性质�

����� 测地条带面

离散测地平行坐标系分割曲面为测地条带面�本节将讨论贯穿整个条带面的宽度的

变化是怎样与 *DXVV曲率相关联的�且展示如何控制条带面宽度来建立近似可展曲面� 本

节也将介绍如何通过控制所有条带面的宽度构造离散旋转面的条件�和其等距变形中保

持的不变量�

图 ����� 两条测地线间的测地条带面�

)LJ� ����� $ JHRGHVLF VWULS EHWZHHQ WZR JHRGHVLFV�
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称由测地平行坐标系参数化的足够近的两条测地线构成的曲面条带面为测地条带�

如图 ����红色测地线夹的蓝色测地条带面� 依旧假定 u�线表示测地线族�v�线构成正交参

数线� 然后定义测地条带的条宽度为条带面的边界测地线之间的 v 参数线长度� 因此两

个充分小的 ε�近的测地线的条带宽度函数是

∫ v+ε

v
‖Iv(u, t)‖ dt ≈ ε‖Iv(u, v)‖ + ε2(·).

这样� 条带宽度的一阶近似是 v�线的导数的长度 ‖Iv‖� 假设 u�方向是弧长参数的 �即

‖Iu‖ = 1��则总存在测地平行坐标系 >���@� 条带宽度通过线性常微分方程与 *DXVV曲率 K

密切相关�即已知的 -DFREL微分方程�

∂uuw(u) + w(u)K = 0, �����

其中 w(u) 是无穷小的条带宽函数� 由于一个可展曲面是等距于平面的曲面� 据此� 当

*DXVV 曲率 K = 0 时� 则测地平行坐标系参数面变为可展曲面� 沿着每条测地线满足

∂uu(‖Iv‖) = 0� 离散化这个 -DFREL微分方程�化简为 ∂uu(‖Iv‖) = 0� 假设 u�方向的离散弧

长参数条件�-DERFL微分方程 �����的直接离散化表示是

δuu(‖δvI1̄‖) = 0,

即

‖I12 − I1‖ − 2‖I2 − I‖ + ‖I1̄2 − I1̄‖ = 0. �����

在离散算法中�边长是变量� 离散 -DFREL方程和离散弧长参数化是近似可展曲面的一个

限制� 我们将使用该约束方程构造离散的近似可展曲面 � � �������并给出可推广的建筑应

用模型 � � �������

在考虑离散情况之前� 首先研究测地平行坐标系下等距于旋转面的曲面特征 �命

题 ��� 在此之前�需要考虑以下引理�

引理 � 假设曲面 I由测地平行坐标系统参数化�则 ∂v‖Iu(u, v)‖ = 0�即 ‖Iu(u, v)‖不

依赖于 v�

� �� �
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证明 正交网格的 u�参数线 �v = FRQVW��的测地曲率 κu
g 是

κu
g = − ∂vE

2E
√

G
,

其中 E, F, G是第一基本型坐标函数�即 E = 〈Iu, Iu〉� F = 〈Iu, Iv〉� G = 〈Iv, Iv〉� 本文 u�参

数线是测地线意味着测地曲率 κu
g = 0� 相应地� 0 = ∂vE = ∂v‖Iu(u, v)‖2意味着 ‖Iu(u, v)‖

不依赖于 v� !

令 r : [u0, u1] → R代表任意函数� 则引理 �说明以下函数只依赖于 u�

h(u) :=
∫ u

u0

√
‖Iu(t, v)‖2 − r′(t)2 dt. �����

定理 � 令 I是测地平行坐标系参数化的曲面�且满足对于任意 a ∈ [u0, u1]

‖Iv(u, v)‖
‖Iv(a, v)‖ =: r(u) �����

只依赖于 u �如图 �����左�� 则 I等距于旋转面 Ĩ

Ĩ = (r(u) cosφ(v), r(u) sinφ(v), h(u)),

其中 φ(v) := ∫ v
v0 ‖Iv(a, s)‖ ds � h定义为等式 ������

证明 由

Ĩu = (r′ cosφ, r′ sinφ, h′) =
(
r′ cosφ, r′ sinφ,

√
‖Iu‖2 − r′2

)
,

Ĩv = (−rφ′ sinφ, rφ′ cosφ, 0),

则 Ẽ = ‖̃Iu‖2 = r′2 + ‖Iu‖2 − r′2 = ‖Iu‖2 = E � G̃ = ‖̃Iv‖2 = r2φ′2 = ‖Iv(u,v)‖2

‖Iv(a,v)‖2 ‖Iv(a, v)‖2 =

‖Iv(u, v)‖2 = G� 因此� Ẽ = E� F̃ = F = 0� G̃ = G�说明等距� !

为了获得等距于旋转面的离散曲面�可以通过使用由离散测地坐标系参数化的网格

和额外增加命题 �需要的离散条件� 对于 v重新考虑 �����式�即等价于 ‖Iv(a, v)‖/‖Iv(b, v)‖

对于任意 a, b ∈ [u0, u1]�上式独立于 v� 直接离散上面的结论通过要求对定义域内任意整

数 a, b满足
‖δvI(a, v)‖
‖δvI(b, v)‖ = FRQVW�, �����

� �� �
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图 ����� 提取旋转面�

)LJ� ����� ([WUDFWLQJ WKH VXUIDFH RI UHYROXWLRQ�

对所有整数 v 都适合� 一个简单的离散化的办法是沿着弧长参数化的正交轨线方向� 对

于每个指定的 v�所有测地条带面的宽度都相同� 建筑上�当使用相同的曲面条进行重复

性的曲面包层时�节省成本和减少工作量的优势就会非常明显地体现出来� 这样�对于实

际需求�有必要要求测地平行的每排有相同边长�即对于任何整数 a� ‖δvI(a, v)‖对所有整

数 v 都是相同的� 这自然意味着 ����� 式成立� 因此是等距于旋转面的� 这样� 获得了离

散网格离散等距于旋转面的特征�即要求它满足离散测地平行坐标系参数化和公式 ������

在 � �����应用这种离散化的设计构造了离散旋转面�其相应的等距变形曲面和推广应用

参看 � ������

����� 应用实例

离散测地平行坐标系参数曲面

前面的理论分析给出了明确构造离散测地坐标系参数化的曲面的条件� 本节将对

任意规则四边网进行约束构造� 如图 ����� 红色测地线与灰色正交轨线构成离散测地坐

标系�

近似参考曲面

以上这只是构造满足一定正交性和测地线性质的任意自由型曲面�我们的意图并不

仅限于此�我们期待可以利用这种几何性质�推广到实际模型的建造上�而最简单的实例

是对给定参数曲面的近似曲面构造� 这意味着� 可以局部或整体对曲面进行测地平行坐

� �� �
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图 ����� 离散测地平行坐标系参数网�

)LJ� ����� 0HVKHV 3DUDPHWHUL]HG %\ 'LVFUHWH *HRGHVLF 3DUDOOHO &RRUGLQDWHV�

标系参数化�

但是这种近似后的参数面质量会受到参考网的光滑性和网格密度的影响� 比如足够

光滑的参数面�能尽量保证近似后的曲面也是足够光滑的�一般来说�参考面局部网格的

大小小于近似网�能保证质量较高的近似效果� 为了平衡近似的局部参考面质量和近似

网格的性质�总会在光滑权因子 �满足方程 �������上做衡量�通常经验是�较高的光滑权

因子能保证近似网格足够光滑但是参数网的性质可能会部分丢失�而较弱的利用光滑性�

尽管网格参数线会出现弯折�但是网格性质可以得到保证�

图 ����� 离散测地平行坐标系参数网近似兔子局部曲面�

)LJ� ����� $ SDWFK SDUDPHWHUL]HG E\ GLVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO FRRUGLQDWHV DSSUR[LPDWH D SDUW RI
EXQQ\�

这里�以图 ����、图 ����和图 ����为例� 近似网格收敛在光滑权因子为零的情况�图

中的参数网很好地保证了离散测地平行条件�红色参数线在每个格点处与灰色正交轨线

成等角� 实际上�测地线的正交轨线在参数网中的作用并没有测地线重要�但是它们仍然

� �� �
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图 ����� 离散测地平行坐标系参数网近似自由曲面�

)LJ� ����� $ SDWFK SDUDPHWHUL]HG E\ GLVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO FRRUGLQDWHV DSSUR[LPDWH D IUHH�
IRUP VXUIDFH�

满足角方程 �如图 �����左��所以在弱光滑权因子作用下�近似复杂的参考面会出现图中

弯折不光滑的现象� 图 ����和图 ����分别展示了使用离散测地平行坐标系参数网对给定

参数面进行局部和全局近似的效果� 图 ����的参考面不够光滑�导致得到近似面在没有

光滑权因子作用下展示的并非足够光滑� 图 ����得到近似面的在近似区域的测地线表现

出很好的性质�

图 ����中使用非平凡的离散测地平行坐标系参数面近似保龄球面�在视觉上不仅具

有很高的近似和网格质量�在数值上可以通过 &ODLUDXW关系式 �方程 ������可以证实说明

该效果� 首先�放置测地平行坐标系参数化的网格在一个旋转面上�要求测地线 �红色�不

对应到旋转面的经线而是经过扭转的位置� 为了证实测地线的质量� 和 &ODLUDXW 关系式

�����进行对比�

在本文的离散模型中�沿着网格的每条测地线在每个格点处测量计算 ri cosαi�其中

ri是格点 pi到旋转轴的距离� αi切向量 Ti和平行圆之间的夹角� 这些数值如图 ����中所

示是在误差允许范围内的常数� 经过两次细分和再优化处理�数值得到进一步提升�

总之� 如何权衡近似网格的质量一直没有一个标准答案� 这取决于使用者关注的几

何性质和想要实现的建造意图� 显然这里使用离散测地平行坐标系近似参考曲面�给了

我们构造或寻找曲面上测地参数线的一种方法� 比如�可以对给定的参考网�分别使用两

个不同测地平行坐标系的离散曲面进行曲面近似�最终只提取它们的高质量测地参数线�

构成一个新的测地参数网� 注意�这两个参数面应该避免存在同方向的 �即重叠的�测地

参数线� 而且最好是尽可能成直角的� 这样组合得到的最终参数网看起来具有一定的美

� �� �



建筑几何中的网格与光滑曲面构造

图 ����� 对离散测地平行坐标系网验证 &ODLUDXW公式�

)LJ� ����� 9HULILFDWLRQ RI &ODLUDXW¶V UHODWLRQ IRU PHVKHV SDUDPHWHUL]HG E\ GLVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO
FRRUGLQDWHV�

观性� 实际上�对于实际模型的建造也提供了很大的便利条件� 应用这种方式构造的测地

网壳结构模型 �参看 � �����证实了该理论分析�

离散近似可展曲面

应用离散化的 -DFREL方程 �����构造离散可展曲面�网格最终收敛于光滑权因子为零

的状态� 如图 ����展示了构造的离散近似可展曲面及其 *DXVV像� 近乎一维的 *DXVV像说

明曲面是近乎可展的� 对离散可展曲面的直母线方向的构造参考 � ������

图 ����� 离散近似可展曲面 �上�及其高斯像 �下��

)LJ� ����� 'LVFUHWH QHDUO\ GHYHORSDEOH VXUIDFHV DQG WKHLU *DXVV LPDJHV�

� �� �
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离散旋转曲面

控制离散测地平行坐标系参数化的所有测地条带面的宽度均相等构造离散旋转曲

面满足的条件 ������进而在交互变形曲面的过程中�保证这些条带面宽度不变�得到自由

型的旋转面的等距变换曲面� 图 ����展示了离散测地坐标系参数化的旋转面及其等距变

换曲面�

图 ����� 离散旋转曲面 �上�及其等距变换曲面 �下��

)LJ� ����� 'LVFUHWH URWDWLRQDO VXUIDFHV �XSSHU� DQG WKHLU LVRPHWULF WUDQVIRUPDWLRQV �ORZHU��

��� 离散测地线参数网

定义 �� >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化�则 I(u, v)称为测地网�如果两族参

数线是曲面的测地线�

离散测地线参数网可以由离散 9RVV曲面推导，且与离散可展曲面密切相关� 离散化

的 9RVV曲面是 9RVV�网�其具有的特征是离散化的共轭测地网 >��@�即每个面是平面的测地

网面� 9RVV�网包含可展曲面�如果直接建立离散共轭正交测地网只会得到柱面�为了突破

这种限制�5DELQRYLFK等 >��@ 仅仅使用离散正交测地网便实现了自由的离散可展曲面的构

造� 这种抛弃了共轭性质的离散网格�展现了极强的交互灵活性�

9RVV�网的刚体可折叠性由 6FKLHI等 >��@证明�其满足在每个格点处

α1 = α3, α2 = α4, �����

其中 αi, (i = 1, · · · , 4)是四个格点角 �如图 ������ 这实际上是 7DFKL>���@ 研究的刚性折纸

� �� �
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图 ����� 离散 9RVV�网格点星�

)LJ� ����� 'LVFUHWH 9RVV�QHW DW D YHUWH[ VWDU�

结构设计的一种特殊情况� 7DFKL的 �价网折纸结构局部需要满足三个条件�

� 每个面是平的�

� 每个格点是可展的� �α1 + α2 + α3 + α4 = 2π��

� 每个格点是平�可折叠的� �α1 − α2 + α3 − α4 = 0��

即每个 �价格点处要满足 α1 + α3 = α2 + α4 = π� 这样当 9RVV�网满足 α1 = α2 = α3 =

α4 = π/2时�一定可以进行刚性折纸设计�

显然 9RVV�网应用到折纸上得到的是高度非光滑的离散曲面�摒弃平面网格条件�可

以更灵活地构造离散曲面� 只应用方程 �����在每个四价格点得到的离散网格是离散测

地网�即由两族测地线构成的网格� 定义在每个格点 v 处的离散曲线单位切向量、单位

主法向量同离散测地平行坐标系 �如图 ������离散测地网在格点星处的两条离散曲线的

)UHQHW标架是 (71,11,%1), (72,12,%2) �如图 ������

图 ����� 离散测地网格点星处的 )UHQHW标架�

)LJ� ����� 'LVFUHWH JHRGHVLF QHWV ZLWK )UHQHW IUDPH DW D YHUWH[ VWDU�

� �� �
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离散测地网具有的性质是每一族离散曲线都“尽可能是直的”�即分割曲线两侧的

格点角和相同 α1 +α2 = α3 +α4, α2 +α3 = α4 +α1.实际化简结果就是 9RVV�网格点角

条件方程 ������

定义 �� >��@一个离散网是离散测地网�如果格点星处的每一组对角相等�

利用边向量夹角涉及到余弦关系式�可以转化上面角的等式为由格点发出的四个单位边

向量表示的限制条件�即

〈H1, H2〉 + 〈H2, H3〉 − 〈H3, H4〉 − 〈H4, H1〉 = 0. ������

若想要构造只含有一条测地线的参数网�只需要其中一族离散曲线“尽可能直的”�

即上面的等式中一个成立�比如 α1 + α2 = α3 + α4� 特别地�要求 α1 + α2 = π�则角误差

等于消失的离散 *DXVV曲率�说明得到的离散曲面是含有一族测地线的可展曲面� 构造

这样含有平的格点的网格�最终只会得到平面� 除此之外�通过指定测地线族成角的情况�

仍然可以构造离散可展曲面� 我们推广正交测地网 >��@ 到成常角测地网 � � �������后者是

更具有一般性的离散可展曲面�

����� 正交测地网面

离散测地网的正交条件并不是要求每个格点角为 π
2 �否则是 *DXVV曲率为零的情况�

5DELQRYLFK等 >��@由此给出离散正交测地网的构造条件�

定理 � >��@一个网格是离散正交测地网 �'LVFUHWH 2UWKRJRQDO *HRGHVLF 1HWV� '2*网��

即离散可展曲面�如果在每个格点星处所有格点角相等�

该网格具有几何性质如下�

��� 在每个格点�格点角相同 α1 = α2 = α3 = α4 �如图 �����左�；

��� 在每个格点�切向量正交 71 ⊥ 72�

��� 在每个格点�主法向量平行于曲面法向量 1� 11//12//1�

��� 在每个格点�投影到离散切平面的参数网正交 �如图 �����左��

� �� �
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��� 为离散可展曲面�

��� 当每个面为平面时�满足离散共轭网�则网面是 9RVV�网�

��� 当每个面为平面时�是锥网 �如图 �����右��即同时是测地线网和曲率线网�

前四条是局部性质�后三条是全局性质�实际上�只需要第一条局部角相等�便定义了离散

正交测地网� 由此可见�仅仅满足局部条件 �格点角相同�便得到了良好的全局性质�

图 ����� 离散正交测地网�

)LJ� ����� 'LVFUHWH RUWKRJRQDO JHRGHVLF QHWV�

离散正交测地网要求每个四价格点星处 �如图 �����左�的四个格点角相等�即 α1 =

α4 = α2 = α3�可以应用余弦关系式进行转化�进而得到利用单位边向量的变量限制条件：

〈H1, H2〉 − 〈H2, H3〉 = 0, 〈H2, H3〉 − 〈H3, H4〉 = 0, 〈H3, H4〉 − 〈H4, H1〉 = 0. ������

����� 等角测地网面

一个曲面是可展的�如果它能被两族彼此常距离的测地线参数网表示� 若曲面上两

族测地线彼此相交成定角� 则曲面是可展曲面或平面 >�����@� 这说明除了正交的测地线网

构成可展曲面� 成常角的离散测地网也能构成离散可展曲面 �当然常角也包括成直角情

况��这里推广以上正交测地网�得到测地线成常角的网格 �'LVFUHWH ,VRJRQDO *HRGHVLF 1HWV�

',*网�局部和全局性质：

��� 在每个格点�对角相等� α1 = α3,α2 = α4 �如图 �����左�；

� �� �
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��� 在每个格点�切向量夹角为定值 θ0� 〈71,72〉 = cos θ0�

��� 在每个格点�主法向量平行于曲面法向量 1� 11//12//1�

��� 在每个格点�投影到离散切平面的参数网交角相等为定值 θ0�如图 �����；

��� 为离散可展曲面�

直角是常角的一种特例情况�即当 90◦ 时� 因此唯一需要确定的是 θ0 的数值�一旦给

定�则通过约束方程

〈H1, H2〉 = 〈H3, H4〉, 〈H2, H3〉 = 〈H1, H4〉, 〈71,72〉 = cos θ0.

得到离散可展曲面�

图 ����� 离散成 60◦夹角的测地网�

)LJ� ����� 'LVFUHWH LVRJRQDO JHRGHVLF QHWV ZLWK FRQVWDQW DQJOH 60◦�

����� 应用实例

满足 '2*曲面是离散可展曲面�图 �����左展示了三片分别来源于环曲面上正、负

和含有零 *DXVV 曲率的区域的网格� 然后对其进行正交测地约束优化 �满足方程 �������

得到三片可展曲面 �图 �����右��其 *DXVV像可验证其可展性� 图中的优化网格是在光滑

因子 �满足方程 �������作用下的结果�否则网格会出现折叠的情况� 仅仅通过满足格点角

相等� 势必会在一定程度上对网格进行缩放� 一个有效的控制全局等距的办法是限制网

格边界周长不变 >��@� 这里额外补充固定边界线周长的限制�

� �� �



建筑几何中的网格与光滑曲面构造

图 ����� 三个环面片满足 '2*参数化的结果�

)LJ� ����� 7KUHH WRUXV SDWFKHV RSWLPL]HG E\ '2*�

若对三个初始环曲面片分别施用切向量成 75◦, 60◦, 45◦的限制�得到的优化网格和格

点法向量的 *DXVV像如图 ����� 对比测地网成 90◦角 �图 �����右�的网格质量和 *DXVV像

图 ����� 三个环面片由离散成 75◦�60◦�45◦角测地网参数化后的结果�

)LJ� ����� 7KUHH WRUXV SDWFKHV RSWLPL]HG E\ GLVFUHWH LVRJRQDO JHRGHVLF QHWV ZLWK 75◦�60◦ DQG 45◦�

发现随着成角度数的减少�网格光滑性减弱�相应 *DXVV像变大� 说明测地网成角度数越

小�网格可展性越弱�

图 ����是对一个给定的单位球面上的切比雪夫网格 �左上�分别进行离散成 90◦, 60◦, 30◦

角测地网参数化的结果� 上排展示了切向量成角信息�下排是优化后的结果和其对应的

*DXVV像� 结果显示两族参数线成角越小�网格越狭长�形状的改变越大�同时 *DXVV像面

积越大� 显然� '2*网格的可展效果最好� ',*网格受成角大小影响� 这和实际建筑表面

网格需要考虑的美观性和实用性一致�

� �� �
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图 ����� 切比雪夫网由离散成 90◦�60◦�30◦角测地网参数化后的结果�

)LJ� ����� &KHE\VKHY PHVK RSWLPL]HG E\ GLVFUHWH LVRJRQDO JHRGHVLF QHWV ZLWK 90◦�60◦ DQG 30◦�

��� 离散曲率线参数网

定义 �� >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化� 则 I(u, v) 称为曲率线网� 如果

Qu//Iu,Qv//Iv�其中 (u, v)是 R2上的正交坐标系�

曲率线网满足曲面上一点处的 *DXVV映射沿主曲率方向的切向量与曲面在该方向的

切向量共线� 对离散曲率线参数网的定义没有唯一的标准� 不过由它本身具有的特质�可

以采用不同的离散化方式� 首先�曲率线是共轭的�则其对应的离散曲率网也要求是离散

共轭的�也就要求每个四边面是平面的� 其次�对曲率线网的离散化构造有两种最为常见

的网格�一种是圆网�另一种是锥网� 它们是 /LH球几何概念�都是光滑曲面上曲率线网的

良好对应�同时二者也通过 *DXVV像建立密切联系� 除此之外�还有特殊的离散等温网�离

散蒙日网及其相应变形等� 下面分别就这几种不同的离散曲率线网�给出它们的离散定

义和曲面探索�

����� 圆网

定义 �� >��@ 映射 I : R2 → R3 是光滑曲面参数化� Q : R2 → S2 是其高斯映射� 网格

(I,Q)称为圆网 �&LUFXODU PHVK��如果满足以下条件：

� �� �
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� 浸入映射 I的每个四边网格四点共圆�

� 每个边上的高斯映射由垂直于二分面的浸入边的反射确立�即

Q = Qi − 2Qi · (Ii − I)
‖Ii − I‖2 · (Ii − I), i = 1, 2.

定义 �� >��@一个四边网面称为圆网�如果其每一个四边形是平面的且存在外接圆�

图 ����� 四边形四点共圆�

)LJ� ����� $ TXDG KDV D FLUFXP�FLUFOH�

曲率线网首先满足是离散共轭网�其次圆网要求每个四边形四点共圆�

定理 �� >��@ 一个四边网成为圆网当且仅当是平面网 �如图 ������且每个四边形满足

两组对角和均等于 π�

β1 + β3 = π, β2 + β4 = π.

假设四条按照逆时针排列的单位边向量分别是 Hi, (i = 1, · · · , 4)�上式角条件转化为

边向量限制为

〈H1, H2〉 + 〈H3, H4〉 = 0, 〈H2, H3〉 + 〈H1, H4〉 = 0.

图 ����展示了两个圆网面�每个四边形都存在外接圆 �蓝色��两族参数线是曲面的离

散曲率线网�

����� 锥网

关于离散锥网有如下重要定义和性质�

定义 �� >��@ 一个四边网的格点 v 称为锥格点 �FRQLFDO YHUWH[�� 如果相交于格点 v 的

所有四个面是平面的且切于一个公共的旋转锥 Γ�

� �� �
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图 ����� 圆网�

)LJ� ����� &LUFXODU PHVKHV�

定义 �� >��@一个四边网面称为锥网 �FRQLFDO PHVK��如果所有的格点都是锥格点�

定理 �� >��@ 一个四边网成为锥网当且仅当平面网在格点星处 �如图 �����满足两组

对角和相等：α1 + α2 = β1 + β2�

图 ����� 锥网格点星�

)LJ� ����� &RQLFDO PHVK DW D YHUWH[ VWDU�

满足锥格点星的角条件要求 cos(α1+α2) = cos(β1+β2)�即 cos(α1)·cos(α2)−sin(α1)·

sin(α2) = cos(β1) · cos(β2) − sin(β1) · sin(β2)� 设在一个格点星处按照逆时针排列的四个

单位边向量 Hi, (i = 1, · · · , 4)�可转化上面角条件为

〈H1, H2〉 · 〈H3, H4〉 − s12 · s34 = 〈H2, H3〉 · 〈H1, H4〉 − s23 · s14,

� �� �
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其中�

s12 =
√

1 − 〈H1, H2〉2, s34 =
√

1 − 〈H3, H4〉2,

s23 =
√

1 − 〈H2, H3〉2, s14 =
√

1 − 〈H1, H4〉2.

锥网依据锥格点的凸凹性分为三类：双曲型、椭圆型和抛物型� 其分类方法依据以

格点为中心的球面与四个临边相交得到的球面多边形的结构� 如果多边形四个格点不都

位于一个半球面内�则为双曲型�否则凸的多边形为椭圆型�剩下的为抛物型� 图 ����展

示了自由的锥网�包含不同型格点�

图 ����� 自由的锥网面�

)LJ� ����� )UHH�IRUP FRQLFDO PHVKHV�

已知光滑曲面的曲率线上的连续面法向量构成光滑可展曲面� 推广到锥网� 仍然具

有这样的性质� 即沿着锥网的一排或一列的离散法向量是共面的� 因此它们形成离散可

展曲面� 图 ����展示两个不同锥网的格点法向量、格点公共旋转锥面、连续面法向量构

成的离散可展支撑结构�

等距面是锥网的特性之一� 沿着锥轴构造的四个等距面仍然是平面四边形� 也仍然

存在公共旋转锥面与它们相切�且等距前后的锥面共轴� 也就是说�锥网的等距面是 /D�

JXHUUH变换不变量� /DJXHUUH变换作用于锥网�得到的网格仍然是锥网� 而0öELXV则具有

保圆网不变性�

锥网和圆网通过 *DXVV像密切相连� 主法曲率网的球面像是正交网�离散锥网是主法

曲率网的一种离散化网格�它的 *DXVV像不仅是离散正交网�还是离散圆网�即位于单位

球面上锥格点形成的离散网格面是存在外接圆的平面网� 这是因为公共旋转锥面切于每

� �� �
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图 ����� 锥网的法向量构成离散可展曲面�

)LJ� ����� &RQLFDO PHVKHV ZLWK GLVFUHWH GHYHORSDEOH VXUIDFHV�

个平面使得面法向量与锥轴成等角�故四个面法向与以格点为球心的圆面交于四个共圆

的点� 图 ����中�正 *DXVV曲率的环曲面片 �左�的 *DXVV像是圆网 �右��

图 ����� 锥网的 *DXVV像是圆网�

)LJ� ����� *DXVV LPDJH RI FRQLFDO PHVK LV D FLUFXODU PHVK�

� �� �
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����� 等温网

等温网是共形曲率线网�保证在变形过程中与曲率线成等角� 如果映射曲率方向到

(u; v)平面坐标系方向�共形映射使得边和曲率方向夹角不变� 光滑的等温曲面包含常平

均曲率曲面�旋转面�锥面等�

定义 �� >��@ 曲率线参数化曲面 I : R2 → RN 称为等温面� 如果它的第一基本型

是共形的� 可能在每个点 u ∈ R2� 存在自变量的重新参数化 ui → φi(ui)(i = 1, 2)� 即

‖∂1I‖2/‖∂2I‖2 = α1(u1)/α2(u2)�

定义 �� >���@ 映射 I : Z2 → R3 称为离散等温网� 如果对于所有基本四边形 �如图

�����左��有交比 Q()1,)2,)3,)4) = a1/a3 · a4/a2 = −1�

图 ����� 等温网四边形�

)LJ� ����� ,VRWKHUPLF TXDG�

对等温网的一种离散化表示的特殊形式是沿着主法曲率线上尽可能方正的正交四

边网� 在前面的讨论中已经使用过这种构造方式 �如图 �����中��

一种推广的等温网称为 6�等温网 >���@� 它具有更严格的几何条件同时也具备了有趣

的图案样式�

定义 �� >�������@四边网称为 6�等温网�如果满足如下三个条件 �如图 �����右��

� 所有的四边网是平面的�

� 所有四边网有内切圆�即四边形对边和相同 lij + lkm = ljk + lim�

� ��� �
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� 临近四边网的内切圆相接� 即相邻两个四边网的夹角满足 cotα1 · cot β2 = cotα2 ·

cot β1�

由此�在每个格点星处�格点 v到四个圆与边长的切点 wi, (i = 1, · · · , 4)的距离值 ri

相同�这也意味着存在球心在 v�半径为 r 的球面 S�且所有这些临近的球面相切于切点

wi� 图 ����展示了 6�等温网在每个四边形内存在内切圆�在每个格点星处存在格点球面�

图 �����上展示了一组具有内切圆 �红色�的 6�等温面�下排是其对应的格点球面 �蓝色��

图 ����� 6�等温网的内切圆和格点球面�

)LJ� ����� ,QFLUFOHV DQG VSKHUHV DW YHUWLFHV IRU 6�LVRWKHUPLF PHVK�

图 ����� 6�等温网�

)LJ� ����� 6�LVRWKHUPLF PHVKHV�

����� 蒙日网

蒙日 �0RQJH�曲面 >���@ 是一种达布曲面� 是由一组平行线和全等的正交平面轨线构

成�这两种特征线是蒙日曲面的曲率线� 它具有很强的重复性和规则性�其定义也恰好是

� ��� �
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其几何性质的充分反映�

定义 �� 蒙日曲面由以下相互等价的条件定义�

� 曲面的一族参数线平行于一条给定的曲线�且与另一族给定的曲线相接�

� 由平面曲线扫略生成的曲面� 其中曲线称为母线� 曲线处速度向量垂直于该平面的

点刻画了母线的平行线�

更一般地�当平行线也是平面的时候�蒙日曲面就是模具 �PROGLQJ�曲面 >���@� 模具面

会与一族平面垂直�此时母线既是曲率线又是测地线� 该曲面存在两种非常特殊的情况�

即具有线性平行线的模具曲面是圆柱面�具有圆状平行线的模具曲面是旋转面� 另外�具

有直母线的模具曲面是可展曲面�具有圆状直母线是的模具曲面是管面�

蒙日曲面和模具曲面推广到离散情况�性质和定义不变� 有一种特殊的模具曲面�它

来源一种半离散的曲面� 可以看成光滑的轨线进行常角细分后得到的曲面� 构造完全离

散曲面只需对直母线进行离散化处理即可�

定义 �� 当离散模具曲面的轨线是成等角的直线段时� 这样的离散曲面称为等角模

具曲面�

图 ����中的离散等角模具面满足格点存在公共锥面�四边面存在外接圆�法向量连线

构成离散可展曲面� 任意提取两个方向支撑结构条面均是平面的� 且其中一个是边成等

角的对称网格面�

通过例子和以上分析可知� 等角模具曲面具有高度的对称性和极强的重复性� 本质

上它既是圆网又是锥网�同时具有面等距和格点等距� 所有的轨线是平行的�所有的格点

都是相同的�所有的四边形是等腰梯形�这对制造加工过程带来了极大的便利�比如对网

壳结构的建造�所有的节点是全等的�能使用相同准则进行生产和构造梁柱和组件�有效

地节省了成本支出�

� ��� �
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图 ����� 离散等角模具面�

)LJ� ����� 'LVFUHWH LVRJRQDO PRXOGLQJ VXUIDFHV�

����� 应用实例

曲率线反映了曲面的基本形状特征�因而从美学角度很受设计者的欢迎� 理论上�如

上面介绍的圆网、锥网、等温网、蒙日网这几种常见的离散曲率线参数网�首先它们都是

共轭网�然后依据不同的离散化定义�得到具有不同界面特征的曲率网� 具体特征为� 圆

网的每个面存在外接圆� 锥网的每个格点星存在公切旋转锥� 等温网的四边形边长满足

交比条件�推广的 6�等温网的每个面存在内切圆�格点星处存在公切球�蒙日网具有很强

的对称性和重复性�推广的等角模具面既是锥网又是圆网�

建筑上� 力流依赖重力方向� 主法曲率线可以引导力流从而安放梁柱作为表面的支

撑结构� 但因它在曲面上的唯一性�在建筑表面造型上缺少一定的设计灵活性� 一种应用

的实例是组合造型� 基于稳定性的模型组合不需要外在粘贴物而是充分利用几何特点进

行固定�如图 �����左�所有的木片在组合过程中沿着曲率线�彼此之间利用结构特性彼此

锁住�能使得整体牢固并创造一种连续的表现�

图 ����� 曲率线网结构�

)LJ� ����� &XUYDWXUH OLQH VWUXFWXUHV�

� ��� �
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曲率线网的结构还经常应用在火车站、机场等高透光的顶棚上� 如图 ���� 具有重

复性的面板沿着主法曲率方向嵌入曲面� 这样的结构自然会与可展曲面联系起来� 比如

(LIIHO铁塔上的餐厅玻璃墙面 �如图 �����就是主法曲率网面� 每个四边面由平直的玻璃

覆盖�弯曲的两族梁柱构成离散共轭网� 每个十字交叉的位置是网格的 �价格点�在这些

位置�四个源自平直的钢质条面弯曲连接构成可展的梁柱面� 显然参考曲面被指定之后�

主法曲率网确定�则不再存在自由设计的空间�

图 ����� (LIIHO铁塔上的曲率网结构�

)LJ� ����� 3ULQFLSDO FXUYDWXUH VWUXFWXUH RQ WKH (LIIHO 7RZHU�

��� 离散渐近线参数网

定义 �� >��@映射 I : R2 → R3称为 $�曲面 �DV\PSWRWLF VXUIDFH��即由渐近线参数化的

曲面�如果在曲面 I上每一点处向量 ∂2
1I, ∂2

2I位于由 ∂1I, ∂2I张成的切平面上�

$�曲面的所有参数线都是曲面的渐近线�它们具有零法曲率 kn = 0�即 〈∂1I, ∂1Q〉 =

〈∂2I, ∂2Q〉 = 0� 进一步地�∂2
1I ⊥ Q, ∂2

2I ⊥ Q�也就是说�两族渐近线相交处具有二阶平面性�

$�曲面对应的离散等价物是 $�网 �DV\PSWRWLF QHW��即由渐近线网构成的离散曲面�其

具有的几何特征应该满足每个格点星是平面的 �如图 ������这和前面提及退化的 6�网是

$�网相一致�

� ��� �
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图 ����� $�网格点星�

)LJ� ����� $�QHW DW D YHUWH[ VWDU�

����� $�网格点星条件

定义 �� >��@ 映射 I : Zm → R3 称为 R3 中 m维离散 $�网 �GLVFUHWH DV\PSWRWLF QHW��如

果对于每一个 u ∈ Zm�所有点 I(u ± Hi)� (i = 1, · · · , m)位于某个过 I(u)的平面上�

只考虑 �价格点星的情况�即 $�网要求格点及其相连接的 �个邻格点共平面� 但是

并不要求网格面的平面性� 显然共轭 $�网只能是平面网� 若所有基本四边网都是非平面

的�这样的 $�网称为非退化的� 接下来的研究也只针对非退化的 $�网�

$�网构成条件要求平面格点星� 可以限制这 �个点 Yi, Yij(j ∈ {1, 2, 3, 4})满足共面

方程�即方程 �����退化形式

I(Yk) = (b, c, d) · YT
k + e = 0, (k = i, ij). ������

从退化的球面格点星的定义表示 $�网在几何上是可行的�但是从计算角度�上面的限制

条件涉及到的辅助变量过多�会降低优化速度� 更直接的方法就是在每个格点星仅增加

一个辅助变量 Qi�定义四条边共面的条件 Qi · (ij 即可�其中 (ij 为单位边向量�

其等价的几何意义是离散曲线所在的密切面共面�即向量 Qi与密切面上的任意两个

向量垂直�继承离散测地平行坐标系 � � ����中对离散曲线切向量和主法向量的定义�则

选取这两个向量�得到如下等价条件

Qi · ((i1 + (i3) = 0, Qi · ((i1 − (i3) = 0,

Qi · ((i2 + (i4) = 0, Qi · ((i2 − (i4) = 0.

图 ����中显示的是对给定的螺旋网 �左�进行如上限制优化得到 $�网 �右��

� ��� �
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图 ����� 从螺旋网构造 $�网�

)LJ� ����� $Q $�QHW IURP D KHOLFDO PHVK�

����� 几何性质

辅助变量 Qi 的几何意义是平面格点星的法向量�自然是 $�网中每个渐近线的离散

副法向量� 给定它们的统一定向�沿着这些副法向量�可以生成渐近线的等距线� 这些等

距点、等距线就构成了 $�网的等距面上格点和离散曲线� $�网的等距面也仍然是 $�网�

互为格点等距的 $�网通过正交的离散网连接�交线是 $�网的渐近线� 这些之间的离散网

是 $�网的等宽面法向量网� 图 ����中对给定两个不同的 XQGXORLG网进行限制优化后得到

不同形状的 $�网�

����� 极小曲面

特别地�正交的渐近线参数曲面是极小曲面� 反之�过极小曲面所有点的两族正交参

数线是渐近线�

极小曲面是由渐近线参数网构成的光滑曲面的一个特例� 要求参数网是正交的� 反

之�具有正交渐近参数网的曲面一定是极小曲面� 这样�可以从离散正交渐近线网构造离

散极小曲面�利用其正交节点和直可展性质�应用到网壳结构建模中� 推广到一般渐近网�

具有局部平面性的离散网格仍然展现出自由型曲面结构�比如成等角的离散渐近网是具

有常主法曲率比的离散:HLQJDUWHQ曲面�既是离散渐近网又是离散切比雪夫网的网格面

构成离散 �伪球面�常负 *DXVV曲率曲面� 这些都与光滑的理论相一致�

离散正交 $�网是离散极小曲面�使用正交和平面格点星能量约束�便得到极小曲面�

� ��� �
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图 ����� 从 XQGXORLG网格构造 $�网及其等距面�

)LJ� ����� $Q $�QHW ZLWK RIIVHW IURP DQ XQGXORLG PHVK�

图 ����展示了三个不同离散极小曲面及其对应的离散直可展曲面条� 图 ����上排是图

图 ����� 离散极小曲面及其离散直可展结构�

)LJ� ����� 'LVFUHWH PLQLPDO VXUIDFHV DQG FRUUHVSRQGLQJ GLVFUHWH VWUDLJKW GHYHORSDEOH VWUXFWXUHV�

���中光滑 (QQHSHU极小曲面的离散化对应�其离散正交性使得格点法向量构成直的离散

可展曲面条� 在建筑范围内�这些可展条面可以作为支撑结构存在� 这恰恰是 6�网具有圆

弧支撑结构退化后的对应� 值得注意的是�这些 $�网法向量不一定是离散可展曲面的直

母线� 直母线的方向会或多或少与其偏离�其离散定义参考 >��@�

� ��� �
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图 ����� 离散极小曲面 �上��等距面 �中�及其 *DXVV像 �下��

)LJ� ����� 'LVFUHWH PLQLPDO VXUIDFHV� RIIVHWV DQG *DXVV LPDJHV�

����� 具有常主法曲率比的曲面

:HLQJDUWHQ>���@表示了等距于旋转面的曲面特征�发现它们是与主法曲率相关的曲面

类的焦面� -LPHQH]等 >��@ 构造了具有常主法曲率比的渐近网结构� 常主法曲率比的曲面

是具有单参数的二阶曲面元� 该 :HLQJDUWHQ 曲面因建立两个主法曲率之间的关系� 减少

了曲率信息�从而可以实现建造的简化� 对于含有 N 个双弯曲面板的建筑表面�大约只需

要
√

N 个模具即可� 这在现实建造中可以使用较少的模具构造建筑表皮�从而实现节省

成本的目的�

离散极小曲面使得存在矩形的离散可展面彼此正交地垂直它们�这些交线是极小曲

面的渐近线� 如果推广这种正交 $�网到成常角 $�网�仍然存在过格点的面法向量的离散

可展曲面�此时的$�网具有常主法曲率比 �k1/k2 = const.��是负*DXVV曲率曲面 �K < 0��

这是一种离散:HLQJDUWHQ曲面�

极小曲面是一种特殊的常主法曲率比的曲面�即平均曲率为零使得 k1/k2 = −1� 特

� ��� �
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殊的比值�如 k1/k2 = 1对应于球面� 关于具有常主法曲率比的光滑曲面研究很少见�离

散的理论在文章 >��@ 中给了详细的介绍� 具有常主法曲率比的曲面等价于存在两族共轭

网�且四条参数线中任意两个的切向夹角相等�

构造具有常主法曲率比的 $�网�只需要在 $�网结构上增加离散曲线成常角的条件�

依然使用离散测地平行坐标系 � � ����中引用的局部坐标系� $�网成常角 θ0的限制为

(Yij − Yi)/‖Yij − Yi‖ − (ij = 0,

((i1 − (i3)/‖(i1 − (i3‖ − 7i1 = 0,

((i2 − (i4)/‖(i2 − (i4‖ − 7i2 = 0,

7i1 ∗ 7i2 − cos θ0 = 0.

图 ����上排展示了两个离散极小曲面及其过格点法向量的离散直可展结构� 此时�

参数网是成 90◦ 的 $�网� 是主法曲率比为 −1的离散 :HLQJDUWHQ网� 特别地� 约束该 $�

网的夹角为 60◦ 便得到常主法曲率比的离散 :HLQJDUWHQ网� 见图 ����下排� 图 ����是成

图 ����� 具有常主法曲率比的 $�网及其直可展结构�

)LJ� ����� $�QHWV ZLWK FRQVWDQW UDWLR RI SULQFLSDO FXUYDWXUHV DQG WKHLU VWUDLJKW GHYHORSDEOH VWUXF�
WXUHV�

60◦ 角的 $�网在交互变形下得到的不同形状�得到的网格仍然是具有常主法曲率比的渐

� ��� �
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近网�

图 ����� 交互设计离散:HLQJDUWHQ网及其直可展结构�

)LJ� ����� ,QWHUDFWLYH GHVLJQ RI GLVFUHWH :HLQJDUWHQ PHVKHV DQG WKHLU VWUDLJKW GHYHORSDEOH VWUXF�
WXUHV�

����� 应用实例

负弯曲曲面上的渐近方向 �消失的法向曲率的方向�相对于主方向对称�曲面上的渐

近曲线网是曲面上的 6�网� )LQVWHUZDOGHU>���@ 指出了一种基于渐近曲线构建表面模型的

简单方法�即使用容易弯曲但不易拉伸的直的条带面和原始平坦的材料条 �纸张，纸板，

金属薄板�来构建模型� 这样的条带可以且仅当遵循曲面上的渐近曲线时才可正交连接

到参考表面 6�这允许人们从直的条带面构建弯曲结构� 如前面提到 $�网的显著应用实

例 �图 ���和图 ������

该离散渐近线参数面由正交的 $�网构造的极小曲面�即平直矩形钢薄片以正交的方

式彼此相交并垂直于 �虚拟的�底层曲面� 上下底层曲面便是两个等距的极小曲面� 钢薄

片作为该模型的支撑结构是可展曲面�所有钢薄片的长边界线可以看成可展曲面和极小

曲面的交线� 该交线既是极小曲面的渐近线�又是可展曲面的测地线� 几何角度来看�可

展曲面沿着极小曲面的正交渐近线与极小曲面正交�该交线是可展曲面的测地线�

随后� 6FKOLQJ和 %DUWKHO>���@ 推广到一般情况�设计并建造了一个新的渐近网壳结构

�如图 ������ 该参数网放松了对参数线夹角的限制�只是一般 $�网� 但仍然可以实现使用

平直的矩形钢条带面构造双弯曲曲面的效果�

� ��� �
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这两个实体结构� 均实现了建造元素而不仅仅是参数上的重复� 这对加工制造都带

来了极大的便利�在创造美感的同时�减少了成本�

图 ����� ,QJROVWDGW的 ,QWHUJURXS酒店前的渐近网壳结构�

)LJ� ����� $V\PSWRWLF JULGVKHOO IRU WKH ,QWHUJURXS +RWHO LQ ,QJROVWDGW�

��� 算法说明

解释建筑几何造型的理论是离散微分几何� 解决建筑几何问题的手段是数值优化�

本文选择使用至多二次约束的方程作为优化问题求解工具� 主要算法是 *XLGHG 3URMHF�

WLRQ算法�它是由 7DQJ等 >���@ 引入的一种变形的 *DXVV�1HZWRQ算法� 通过由所有变量构

成的空间的限制流形的定义建立离散曲面� 选择一个开始点并试图移动到满足的限制流

形空间中�

对于需要满足的如平面化、不同曲率参数网格点星条件、网格几何条件、静力平衡

等限制�都能很好表示� 它通过刻画格点坐标、面法向量、曲率方向、切向量等其他网格

相关数量值满足的不超过二次的限制条件� 结合具有指导意义的光滑因子进行优化� 能

快速指向目标形状� 使用的光滑因子 Efair 起引导配合作用�因此是软限制�能避免解空

间大范围的波动�确保网格在整个形状空间的质量� 实验证明�这种被光滑因子引导的算

法计算高效而简单� 同时这些离散网格相关量的迭代更新�对其实时可视化提供了方便�

*XLGHG 3URMHFWLRQ 算法以一系列被需要满足的至多二次约束方程的变量为开始� 这

些变量有些是直接变量�有些是辅助相关量�它们被限制方程所关联�是相互依赖的� 平

面网的构造需要辅助面法向量� 6�网 � � ����既可以使用辅助系数表示球面方程�又可以

� ��� �
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补充球心变量表示球面几何意义� 测地平行网 � � ����� 测地网 � � ���� 和曲率网 � � ����

涉及到边长、夹角、以及必要的三角函数值作为补充变量� 6�等温网需要辅助边上格点�

$�网 � � ����需要构造辅助格点法向量等�

约束方程至多是二次的设定有一些好处� 比如它们很容易被线性化� 并且能准确地

知道它们适合初始限制的效果有多好� 有了以上的初始设定和限制方程的转化� N 个限

制条件可以使用非负定矩阵 Hi表示为如下方程组：

ϕi(X) = 1
2XT HiX + bT

i X + ci = 0, i = 1, · · · , N.

若上一次迭代解为 Xn� 使用一阶泰勒展开上式� 换言之� 使用超平面近似每一个二次曲

面�即

ϕi(X) ≈ ϕi(Xn) + ∇ϕi(Xn)T (X − Xn) = 0, i = 1, · · · , N,

表示成矩阵形式即为 H · X = r�其中

H =





∇ϕ1(Xn)T

∇ϕ2(Xn)T

���

∇ϕN(Xn)T





=





(h1 · X + b1)T

(h2 · X + b2)T

���

(hN · X + bN)T





,

r =





−ϕ1(Xn) + ∇ϕ1(Xn)T Xn

−ϕ2(Xn) + ∇ϕ2(Xn)T Xn

���

−ϕN(Xn) + ∇ϕN(Xn)T Xn





=





1
2 · XT · h1 · X − c1

1
2 · XT · h2 · X − c2

���

1
2 · XT · hN · X − cN





.

对于上面欠定的方程�不直接进行求解� 因为有足够的剩余空间进行解的探索�可以

补充光滑因子和连续两次迭代的解距离作为正则化� 解距离项的增加一方面可以避免矩

阵秩亏损的情况�另一方面可以防止当前解和之前的解偏离太大的� 转化 HX − r = 0为

‖HX − r‖2 + ‖KX − s‖2 + ε2‖X − Xn‖2 → min,

� ��� �
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其中光滑因子控制项 ‖KX − s‖和解距离控制项 ‖X − Xn‖是不重要的弱指导项�因此随

着迭代的进行可以放松光滑因子�而权值 ε控制求解步长�应尽量设置足够小�如 ������

继续进行 &KROHVN\分解上式�只需求解线性方程

(HT H + KT K + ε2I)X = HT r + KT s + ε2XN ,

对于复杂的变量 X 导致的庞大的矩阵 H, K�使用稀疏矩阵表示它们能节省计算成本� 最

终 ‖HX − r‖的取值决定了优化收敛效率�

需要注意的是� 尽管光滑因子能尽可能连续地指导解的变化� 但是它的使用也是相

对危险的� 作用太大很可能破坏主体限制能量的几何性质� 作用力小则起不到引导优化

效果�则网格多边线呈现出明显的拐动� 为了权衡这种冲突�可以引入权因子 efair 控制光

滑能量函数的作用� 权因子的设定�是相对自由的� 一种比较理想的状态是�优化开始时

使用相对大的数值�如 ����随着迭代优化的进行�就要降低这个数值�减少它的作用�直到

优化函数收敛即网格形状稳定的状态�

常见的光滑能量函数是 /DSODFLDQ� 即格点位于周围相连接邻点构成的多边形的重

心 >���@�

Efair =
∑

i

(
k∑

j=1
vij − k · vi).

本文中采用的主要是离散曲线二阶微分为零的光滑控制项配合不同的硬限制进行优化�

以正则四价格点 v为例 �如图 �����若其相连接格点按逆时针顺序分别为 vi(i = 1, · · · , 4)�

则

v1 − 2v + v3 = 0, v2 − 2v + v4 = 0.

还有一种与平均曲率和高斯曲率相关的光滑能量函数:LOOPRUH>���@�

EW (S) =
∫

S
(H2 − K)dA = 1/4

∫

S
(k1 − k2)2dA,

这种在曲面面积上的积分函数是共形不变量和0öELXV不变量�即保平移、旋转、统一放

缩、反转变换� 其离散形式对于其他设计任务来说也是一种好的正则化控制项�

� ��� �
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对于有指定离散曲线方向的网格� 前两个光滑因子的作用并没有明显的区别� 但是

对于三角网格或没有明确指定离散曲线方向的网格�推荐采用离散 /DSODFLDQ>���±���@� 探

索不同 /DSODFLDQ算子以及对比不同算子对离散网格的光滑效果也是值得未来研究的方

向� 一种不需要采用光滑因子的网格变形是弯曲折叠或折纸变换� 其在可展曲面的形状

空间探索也是很有趣的研究 >�������������@�甚至被 1$6$应用在宇宙空间的探索 >���@� 本文

没有考虑这个研究方向�便不再赘述�

*XLGHG 3URMHFWLRQ算法的关键点是对约束函数进行不超过二次的构造� 变量数依据

需求而增减�原则是尽量避免重复变量的出现� 这里主要以离散测地平行坐标系 �'*3&�

网格 � � ����为例�罗列涉及到的变量�挑选几个典型的网格讨论其权因子的选择、目标

函数收敛性、算法运行效率等� 对于其他限制网的讨论方法类似�主要不同点是限制函数

的表达方式�详细参考每个章节中的介绍�

����� 变量列表

对于离散测地平行坐标系网� 研究 Z2 格子的 (m × n) 矩形子曲面片构成的网格

M = (V, E, F )� 这样� 一般网格有 |V | = nm 格点� |F | = (m − 1)(n − 1) 面� |E| =

n(m − 1) + m(n − 1)边� 离散测地平行坐标系所需变量如表 ���� 因此�总共有 4|E| + 3|V |

个基本变量�

表 ���� 离散测地平行坐标系变量数�

7DE� ���� /LVW RI YDULDEOHV IRU '*3&�
变量 符号 数量
格点坐标 Yi ∈ R3 3|V |
单位边向量 Hij ∈ R3 3|E|
边长 wij ∈ R |E|

接下来�列出约束条件并在方括号中列出方程数目� 因为离散测地平行坐标系中的

两族参数线都起着非常重要的作用�所以不能独立于坐标方向表示所有限制条件�

� ��� �
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����� 约束函数说明

网格约束条件

如之前所提�需要比实际必要的变量多的变量来描述网格才能使用最多二次的代数

方程作为约束条件� 因此�为了描述适当的网格�赋予边长变量 wij 到实际的边长�

(Yi − Yj) − wijHij = 0, [3|E|],

(Yi − Yj)2 − w2
ij = 0, [|E|].

这两组限制意味着向量 Hij 是单位边长�即 H2
ij = 1� 光滑化的使用使得理论上负边长 wij

的出现得以避免�也就不会导致边向量 Hij 方向的翻转和 wij 符号的改变� 否则�相应的约

束条件可以通过引入额外的变量 dij ∈ R表示为 wij − d2
ij = 0�

离散测地平行坐标系限制

参考定理 ��角限制条件转化为单位边向量等式为 �参看图 �����左�

〈Hij, Hik〉 − 〈Him, Hij〉 = 0, 〈Hil, Hik〉 − 〈Him, Hil〉 = 0, [2(mn − n − 2m + 2) ≈ 2|V |].

相等条面宽度函数

对于内蕴重复性�希望所有条面有相同的长度且沿着每条条面有相同分布的条宽度�

对于宽度�限制沿着正交参数线 �v�方向�的连续边有相同的长度 �参看图 �����中��

wik − wim = 0, [m(n − 2) ≈ |E|].

看起来它表示的是每个 v�方向离散弧长参数化� 但表示的意义并不相同� 本质上表示的

是测地线沿着 v方向匀速旋转速度� 该限制是构造离散旋转面 �方程 ������及其等距变换

保持不变量的一种方法� 注意可以自动获得近似相同长度的条面� 这是测地平行坐标系

本身具有的性质 >���@�它与离散设定兼容得非常好�以至于不需要类似上面条件定义这个

限制条件�

� ��� �
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近似可展约束

对于近似可展曲面�要求 K = 0简化 -DFREL方程 �����限制条件� 离散化构造需要在

u方向和 v方向分别定义 �参看图 �����右��

� 所有的 u�参数线被弧长参数化� 限制 u�方向连续边满足以下相等长度�

wij − wil = 0, [n(m − 2) ≈ |E|].

� v�方向边长在 u�方向的二阶微分满足

δuuwik = wi−1,k − 2wik + wi+1,k = 0, [(n − 1)(m − 2) ≈ |E|].

图 ����� 网格约束条件�

)LJ� ����� 0HVK FRQVWUDLQWV�

等距约束

等距变换要求保角的同时保边长� 离散测地平行坐标系保证了角条件� 只要再限制

边长度不变即可� 假定给定网格的边长为 w0
ij �

wij − w0
ij = 0, [|E|].

� ��� �
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近似约束

假设参考面格点 Sk�法向量 Qk� 对于我们网格的每个格点 Yi�令 Ski
是参考面上距 Yi

最近的点�则

〈Yi − Ski
,Qki〉 = 0, [|V |].

最近的点在每次 *DXVV�1HZWRQ步骤都要重新计算�

基于手柄变形约束

令 l个被固定的格点位置为 Sk� 则

Yi − Ski
= 0, [3l].

约束网格比例

在进行网格限制优化时�如果没有关于边长的限制�网格会出现迅速收缩的情况� 在

不与网格其他限制冲突情况下�为了控制网格的比例�可以限制网格边界周长为定值�例

如等于初始网格边界周长值 L0

(YEi1 − YEi2)2 = w2
i ,

∑

i

wi = L0, ������

其中 YEi1, YEi2为边界上第 i个共边的两点� wi为其边长�

相比较方程 �������限制边界上每个边的边长为初始对应边长则更为严格�该限制是

保持网格等距变换时常用的约束

(YEi1 − YEi2)2 = L2
i .

文章 >��@还证实了对于圆盘拓扑的两个光滑可展网格�如果边界边长相等且网格边界转角

对应相等�则它们是彼此等距的网格�

光滑化约束

为了获得好的网格质量作为优化结果� 我们需要一些光滑因子� 通过要求二阶向前

差分为零来实现�

Yl − 2Yi + Yj = 0, Yk − 2Yi + Ym = 0, [2(mn − n − m) ≈ 2|V |]. ������

� ��� �
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����� 计算时间

以下表格中的时间 T 是我们用 3\WKRQ 语言在配置为 ,QWHO� &RUH� L������8 &38�

����*+]� �*% 5$0的计算机条件下实现的结果� 因为建模过程是基于手柄编辑的交互

过程�所以测量时间是秒�迭代� 当使用鼠标拖拽一个格点时�算法连续地运行�当释放鼠

标之后再运行 �次迭代� 限制的权值除了光滑化一项其余都被设定为 1或 0小箭头 �如

.01 ! 0�� 意味着在编译过程中如果不期待几何上任何明显的改变时� 减少相应的权值到

零来减少相应的限制� 表格 ���展示了一些挑选的离散测地平行坐标系网格的权因子、收

敛结果、运行速度等信息�

表 ���� 离散测地平行坐标系计算效率�

7DE� ���� &RPSXWLQJ HIILFLHQF\ IRU '*3&�
)LJ� _9_ _YDU_ wJR wLVR wHVZ wGHY wSUR[ wIDLU ‖HX − r‖ T �LWHU
���� ��� ���� � � � � � ���!� � H�� ����
���� ��� ��� � � � � � ���!� � H�� ����
��� ���� ����� � � � � � ��!��� �������� ����

������ ��� ���� � � � � � ���!� � H�� ����
������ ��� ���� � � � � � � � H�� ����
������ ��� ���� � �!� �!� � � � ��� H�� ����
������ ���� ����� � �!� �!� � � � ��� H�� ����
���� ���� ����� � � �!� � � ��!� �������� ����
���� ��� ���� � � � � � ���� ��� H�� ����

注 � 表格 ���中的权因子代表的意义是� wJR  离散测地平行坐标系� wLVR  等距于

参考曲面� wHVZ  相等曲面条宽度� wGHY  近似可展� wSUR[  近似可展曲面� wIDLU  光滑化�

� ��� �
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� 面向制造意识的几何设计

��� 研究背景

以制造为意识的几何设计将实际的技术需求转化为参数曲面和曲线网格的微分几

何特征� 新颖的离散结构值得纯粹的几何研究�反之�几何性质的研究利用极大地简化了

制造过程� 本质上�建筑几何就是通过几何分析来制造自由的建筑表皮结构�从而实现节

约成本、缩短工期、降低风险、增强美观性的目的�

现在的计算设计研究是将功能和制造的核心方面整合到智能形状建模的过程� 这减

少了时间和生成开发成本�但是也提出了组合数字设计和制造的完全新的方式� 其中的

一个研究方向是材料意识的形状建模�一个自然构造是从一个平板材料开始� 如果这个

材料相较于拉抻而言是更容易弯曲的�则目标的建造形状就是可展曲面�如 )UDQN *HKU\

使用金属材质进行包层的建筑表皮 �如图 ������

使用这些曲面的交互建模仍然是这方面研究的活跃话题 >��±������@� 关于可展曲面的

最新研究随着一种特殊的拉胀材料 >�������@ 的出现而增加了设计的灵活性� 但是�这些不

能直接获得防水的表面� 从平板建造防水的 �'曲面的显著方式是使用平面杆网格嵌入

到预先拉抻的织物材料中�而这个织物被部署为复杂的三维的状形� 直的折叠或弯曲的

折叠变形的引入是从平的材料建造另一种空间结构的方式� 本文不详细介绍这些丰富的

研究方向�具体可以参考 >����������@�

条带模型的研究可以增强对微分几何概念和相关物理模型的构造的理解�是微分几

何的经典问题�也是现代离散微分几何的先导研究� 特别地�建议参考 )LQVWHUZDOGHU的引

领性的研究 >���@�它解释了几何和机械的显著联系�也介绍了计算设计和制造领域各种热

门的话题� 最近研究中�所谓的半离散曲面也得到了关注�同时涉及到了实际和理论的观

点 >���������@� 这些曲面由直纹面的条带面组成�特别是可展曲面�构成了一种位于纯粹的离

散和光滑的设定之间的曲面� 测地平行坐标系与曲面上的距离函数密切相关� 对计算曲

面上的距离函数和测地线的问题�存在大量的研究工作 >��@� 本文重点不在提出新的计算

测地线或距离域的方法� 而是希望建立特殊参数化的离散曲面� 通过控制测地条带面宽

� ��� �
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度来实现各种应用� 这种测地条带面模型的设计能遵循事先设定的由测地线形成的图案

界面�经常应用在建筑和船体建造方面 >�������@�

��� 自由曲面结构

传统曲面如柱面、锥面、球面、旋转面和直纹面在 �'形状设计上很难取得充分灵

活的效果� 而自由曲面提供了更多的灵活性�比如从 %p]LHU、%样条、185%6这些自由

曲线推广到相应曲面增加了构造的丰富性� %p]LHU 曲线曲面是退化的 % 样条曲线曲面�

同时它们又都属于退化的 185%6 曲线曲面� 185%6 曲线曲面在拓扑表现上存在的限

制�可以通过细分网格面得到�如前面提到的图 ���中的网格经过细分得到近似光滑的曲

面效果� 细分曲面的方法是解决动画中生动的卡通人物形象的复杂曲面造型非常有效的

工具�

复杂的几何结构和自由的曲面在建筑领域的出现可以追溯到几十万年前的洞穴庇

护所� 随着时代的发展�双弯曲的曲面在教堂、雕刻建筑上仍随处可见� 只有到了 ��世

纪� 建筑师开始应用工业化的方法对建筑表面的形式和风格做了大量的表达� 比如使用

钢、铁、加强混凝土等改善的材料�

建筑上自由形状的实现充满工程和设计上的挑战� 完整的设计和建造涉及到方方面

面� 包括找形、可行分割嵌板、功能、材料、静态平衡和成本等� 单纯的几何结构不能

提供这些问题的解�大跨建筑 �ORQJ�VSDQ DUFKLWHFWXUH�更要兼顾技术、环境和美学三个重

要因素综合分析其非线性结构形态 >���@� 但是扎实的几何理解是实现这种项目的重要步

骤 >���±���@�基于参数化技术建造自由建筑表面是当前造型的趋势 >�������@�

一般而言� 结合结构计算的几何知识为自由曲面的制造和加工提供了新的方法� 一

个典型的例子是以悬挂结构闻名的建筑师 )UHL 2WWR的作品�如图 �����D�慕尼黑奥林匹亚

运动场� 使用离散方式来表示复杂自由曲面的最基本、方便和结构稳定的方式是使用三

角网格面� 三角网面在自由结构曲面不能轻易使用平面化的方式构造的时候被首选使用�

如图 �����E�位于格拉茨的水上悬浮岛表面� 离散曲面以各种方式表示自由建筑表面� 它

可能用来支撑最终的表皮而不可见 �如图 �����F�G��� 在某些钢、玻璃或类似的结构中�它

们直接决定了建筑表面的美感�因此网格必须优化到很高的质量� 但是�目前几何造型和

� ��� �
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图 ���� 自由曲面�

)LJ� ���� )UHHIRUP VXUIDFHV�

几何处理的研究领域很少触及这方面的研究�

自由的建筑表皮设计经常在外观新颖性和现实可建造性上做权衡� 一种有效的节约

成本的办法是表皮结构上大量重复性元素的出现� 充分利用几何上的相等或全等条件设

计的曲面�不仅具有美感和灵活性�还为现实制造提供很强的简便性� 应用具有重复性的

非平凡混合平面网格�可以实现超过可展面的双弯曲曲面的效果�如使用材质来源于铜、

铝、塑料、皮革等构造的可拉伸的结构可以广泛地应用在鞋底、衣服、装饰品等 >���@�如

图 ����� 另外�如现实建造的‘渐近网壳结构’模型 �图 ������其双层的 �虚拟的�底层曲

图 ���� 有重复性元素的表面�

)LJ� ���� 6NLQV ZLWK UHSHWLWLYH SDUDPHWHUV�

面都是极小曲面� 离散曲面是退化的离散常平均曲率曲面� 因为曲面具有特殊的曲率性

质�所以每个格点处出现了很多重复性元素�比如具有相同半径的球面格点星�正交的几

何关系� 直的可展面边界线或具有相同半径的弧长可展面边界线等� 这些重复性元素的

出现增加了带有一定几何意义的曲面的美感� 同时转化为全等结构的出现� 大大简化了

制造的复杂度�运输的繁琐度和组装的难度� 所有的连接点是统一且正交的� 薄片定向垂

� ��� �
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直于参考曲面�它们可以被制造成平直的�也可以是带有常半径的圆弧结构� 弹性竖起的

过程充分利用了合规机制� 可以不用脚手架直接获得设计形状� 这种组合重复曲率元素

和弹性变形的方法在制造、集装和受力网壳的自重行为方面带来了很大的方便�

传统的曲面表达由代数方程直接定义� 由对应的几何结构直观体现� 曲面的形变空

间的探索涉及到方程参数改变或方程求解问题 �尤其是某些非线性方程求解问题��受限

于此�绝大多数情况�曲面的变换形状不能有效直观地体现�特别对于某些设计需求�找到

某种曲面预想的形状如果通过求解代数方程将变得复杂而呆板� 显然� 寻求曲面的准确

代数表达又大大限制了自由型曲面的构造�

建筑上的离散曲面构造只是近些年被提出和研究的�对自由曲面的探索存在很多的

可能性�尤其基于几何结构的理解�是整合建筑设计、加工制造的关键步骤� 第三章介绍

了一些基于几何性质的曲面造型�其中一种构造自由曲面的快捷、随机的方法是对满足

条件要求的曲面网进行交互设计� 预先得到的曲面没有必要事先准确知道� 可以通过使

用交互式的设定探索满意的形状�如图 ����对 XQGXORLG曲面进行满足球面格点星限制的

模拟交互变形� 图 ����和图 ����对旋转面进行满足离散测地平行坐标系的等距变形� 图

����对:HLQJDUWHQ曲面做保具有常主法曲率比的交互变形等�

��� 可展曲面结构

三维物理建模是建筑设计过程重要的媒介� 一个传统的技术是使用纸张、硬卡片等

建立几何模型 �如图 ����� 为了实现这样的目的�可以将模型进行平面展开、切割再粘合

进行构造� 对于大多数弯曲的曲面�如自由曲面�它们的展开是不存在的� 可展曲面因其

等距平面的几何特性�可以像纸张一样�在不拉扯、不撕裂的情况下进行弯曲、扭转�如

图 ���分别展示了可展和分片可展面构成的模型�

建造连续光滑的可展曲面是一个老的研究话题� 对于应用而言� 可展曲面易制造但

难以设计� 由于可展性非线性的代数本质�它的几何是高度限制的�交互建模可展曲面也

变得复杂而困难�

对可展曲面的变形�很大程度上都是以几何和物理为基础的� 最近的可展曲面的研

究热点是在网格上仿真可展曲面运动�同时还要保证它的关键几何性质� 这是离散微分
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图 ���� 现实可展曲面模型�

)LJ� ���� 5HDO GHYHORSDEOH PRGHOV�

几何中的研究内容�相较于经典微分几何�它具有很强的交互性�

可展曲面在用木板或金属板进行弯曲支撑结构或覆盖造型的时候具有很强的优势�

它作为单弯曲曲面� 存在一族直线简化了造型� 只需要将木板或金属板沿着可展曲面进

行展开即可� 这种突出的特性使得用可展曲面造型的建筑最为常见� 如支撑棚顶的弯曲

结构 �如图 ����或前面提及 )UDQN *HKU\的代表作品 �如图 ������

图 ���� 可展弯曲支撑结构�

)LJ� ���� 'HYHORSDEOH FXUYHG VXSSRUW VWUXFWXUHV�

����� 离散可展条件

对可展曲面的光滑表达� 有明确指定的代数形式和几何意义� 可以很容易从直纹面

推导出来 >��@� 但是�离散化的可展曲面的构造并没有唯一指定的限制� 通过前面离散网格

的构造和分析发现构造特殊的离散参数线网� 对应光滑曲线曲面几何性质� 可以自然构

造离散可展曲面�如由离散测地平行坐标系参数网近似可展曲面 � � ������、离散正交测

地网 � � ������、离散等角测地网 � � ������� 这三种网格面都局部地依赖于每个网格的四

价格点星条件 �如图 �����

� ��� �
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图 ���� 离散可展曲面格点星�

)LJ� ���� 'LVFUHWH GHYHORSDEOH VXUIDFH DW D YHUWH[ VWDU�

� 离散测地平行坐标系� α1 = α4,α2 = α3�

� 离散正交测地网� α1 = α2 = α3 = α4�

� 离散等角测地网� α1 = α3,α2 = α4�

特殊地� 离散测地平行坐标系需控制测地条带面的宽度� 离散等角测地网需指定切向量

成角度数�

实际上� 当两族测地线都是彼此的测地平行线时� 两族测地线都被彼此截取相同的

段长� 则这个网格是正交的推广切比雪夫网� 也是离散可展曲面� 值得注意的是� 以上构

造的离散可展曲面彼此并非等价� 这主要源于光滑理论被离散化后产生的误差�

这些离散定义的曲面可以沿着各个方向弯曲、拉扯变形、带折痕的弯曲折叠而不依

赖可展曲面的直母线� 但是需要明确的是�这三种表示离散可展曲面的限制条件并不是

彼此等价的�但是都能表示可展曲面的离散化性质�无线细分的极限形式也是满足光滑可

展曲面判定条件的� 这些离散化构造可展曲面的方法�只是利用网格边长和夹角的关系�

局部条件的满足却不与全局的曲面性质冲突�非常巧妙地避免了解决可展曲面代数表达

离散化的问题�对现实应用问题的分析也提供了灵活的策略�

基于物理仿真的方法 >����������@� 建立可展曲面形状主要的建模目标是不可拉伸的材

料如纸张等� 所以可获得的变形受限于固定参考曲面的等距形式� 使用折叠和弯曲折叠

� ��� �
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构建对光滑可展曲面的变形只关注单独的等距变形�或者只局限于使用直母线获得一部

分的可能弯曲形变�

作为可展曲面的一般形式�直纹面具有非正 *DXVV曲率�其离散化过程只需要提取一

族离散的直母线和准线即可� 直母线参数化一般来说不是共轭参数线� 其对应的离散网

特点是四边网不是平面的� 反之� 共轭的直纹面是可展曲面� 其局部等距于平面� 沿着直

母线具有常法向量�具有射影不变性�

离散共轭直纹面是离散可展曲面�被称为平面四边条带面 >��@�34 VWULS�� 局部平面性

要求在每个格点星满足 *DXVV曲率为零 �如图 �����即 α1 + α2 + α3 + α4 = 2π�直母线分

网格两侧具有相同的角度�故 α1 + α2 = α3 + α4 = π� 结合平面四边网�使得沿着直母线

同侧所有四边网具有相同的法向量� 这样就形成了沿着直母线的一整个平面条带面� 这

种可展网可以用三角网实现构造� 本文主要研究四边网的结构� 故主要讨论由四边网生

成离散可展曲面� 前面提到三种离散可展曲面的构造方法� 控制离散测地平行坐标系的

测地条带宽度 � � ����、5DELQRYLFK等 >��±��@ 整合了折痕和弯曲折叠控制四边网格格点构

造离散正交测地参数网 � � ������、该定义简洁易构造�即只需要在正则四价离散网格的

每个格点处四个格点临边夹角相等� 推广的离散等角测地网 � � ������� 这些离散定义的

曲面可以沿着各个方向弯曲、拉扯变形、带折痕的弯曲折叠而不依赖可展曲面的直母线�

其自由而灵活的探索为可展曲面结构的应用提供了可能�

����� 离散测地平行可展网

基于 � ���的分析�离散测地坐标系为我们构造离散几何模型建立了很好的数学理论

基础� 测地平行坐标系分割曲面为一组条带面�通过控制条带宽度可以有效的获得具有

常宽度的条带或全等的条带� -DFREL微分方程是连接测地条带宽度和曲面 *DXVV曲率的

有效关系式� 控制常宽度的条带宽度能保证零高斯曲率� 进而实现离散近似可展曲面的

构造�

一个曲面是可展的�如果它能被一族彼此常距离的测地线表示� 有了离散测地平行

坐标系�我们可以很好地控制条面宽度函数来获得近似可展曲面� 这里条带面宽度是沿

� ��� �
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着正交参数线测量的数值� 几乎常条带宽度值意味着近似可展曲面�

在图 ����中�曲面的 *DXVV像面积几乎为零说明使用离散测地平行坐标系表示的常

宽度的测地条带面构成的曲面是近似可展的� 可展曲面的特征是到处都具有零 *DXVV曲

率 �K = 0�� 因为当曲面放缩 λ 比例后�*DXVV 曲率相应放缩 1
λ2 � 所以近似可展曲面的

*DXVV曲率相比较于曲面的大小应该是足够小的� 虽然数学理论上�这个说法很模糊�但

是应用方面却是有意义的�因为有些像皮革或毛毡的材料当变形的时候是允许拉伸或收

缩的� 我们的推理来自 %HUWUDQG�'LJXHW�3XLVHX[定理 >���@�即 *DXVV曲率 K 可以由曲面上

的测地圆面积与平面上的圆面积差的极限值来计算� 这样�如果曲面上到处 *DXVV曲率

值为零�则曲面面积近似圆面积�说明曲面局部是平面�

轻微可拉抻材料

毛毡和皮革是基本上可展的材料�同时相对于其大小而言�它们允许曲面轻微的拉抻

和收缩以图 ���为例�应用这种离散可展曲面可以近似给定毛毡的参考面� 平的毛毡面被

摆放至自由型的形状�使用 �'扫描仪获取该曲面的散点数据�然后针对不均匀散点应用

3RVVLRQ曲面重构 >���@获得相对均匀且密度相当的三角网格面作为毛毡的曲面 �如图 �����

图 ���� �'扫描毛毡面获得均匀三角网格数据�

)LJ� ���� �' VFDQ D IHOW WR JHW D UHJXODU WULDQJOH PHVK�

然后使用有着不同测地方向的离散测地平行坐标系参数化的可展曲面近似该三角

网格参数曲面 �如图 ����� 从视觉角度看�两种不同测地方向近似的可展曲面与参考网近

似效果很好� 数值衡量近似结果的好坏可以使用 +DXVGRUII距离

dH(X, Y ) = max
{

sup
x∈X

inf
y∈Y

d(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

d(x, y)
}

.
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图 ���� 离散测地平行坐标系网近似毛毡曲面�

)LJ� ���� )HOW LV DSSUR[LPDWHG E\ D PHVK SDUDPHWHUL]HG E\ GLVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO FRRUGLQDWHV�

此时�相对于网格的边界框对角线的距离 �����近似网格和参考网格的 +DXVGRUII距离分

别为 ������和 �������

计算离散曲面的可展性没有唯一固定的方法�判断可展曲面的可展性也并非一定依

靠数值� 可视化的结果仍然能辅助分析� 图 ���中高斯像没有集中在一条曲线附近�这两

个近似曲面的展开平面是近似矩形的�使用 � �����中方法计算的相应旋转面也是近似直

圆柱的�这些可以表明其近似可展性�

����� 可展曲面直母线向量域

可展曲面是直纹面� 因此在非平面区域有唯一的直母线向量域� 通过以上不同离散

网格构造了可展曲面�接下来可以通过定义网格格点处的直母线表示离散曲面的直母线

向量域�
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因为想将直母线看成临近切平面的交线来简单地计算向量域的方向�所以使用临近

格点法向量外积定义所在边上的直母线方向� 由含有测地参数线构成的离散可展曲面

�如 � �����可以直接利用测地线几何性质�用测地线的在格点处的主法向量表示网格面在

格点处的法向量� 对于不含测地线的离散可展曲面� 可以使用格点处三角化的网格面法

向量的平均值定义格点法向量� 对于某些近乎共切面的格点区域� 格点法向量会近乎共

线�这样的区域是平面区域�计算的直母线向量域显然也是没有意义的�为了避免这种情

况�可以选择不定义�也可以采用扩大邻域�插值最近的有意义的直母线向量的办法�构造

该区域的直母线向量�

对于离散测地平行坐标系参数曲面�通过要求测地条面具有几乎常条面宽度的条件

得到近似可展曲面� 采用如下流程构造离散近似可展曲面的直母线向量域�参考图 ���：

图 ���� 构造新的平面�

)LJ� ���� 0RGHO QHZ SODQDU IDFHV�

��� 网格格点处的面法向量 �左图�黑� 1i�

��� 由沿着测地线方向的临近格点的法向量 1i1 × 1i2定义临边直母线向量 �左图�蓝� 5i�

��� 平均共格点的直母线向量 5i构造格点处的直母线向量 �左图�黄�5v�

��� 平均正交轨线上的临近格点直母线向量 5v 定义边中点直母线向量 �中图�绿�5m�

��� 平均正交轨线上的临近格点面法向量 1i定义边中点法向量 �中图�灰�1m�

��� 构造过边中点的 5m和 1m的平面量 �中图�fm�
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��� 构造平面与左右两族测地线的交点量 �中图�3l 和 3r�

��� 由新的边上格点 3l 和 3r 构造新的网格面 �右图�M �

图 ���中展示了网格面本身的平面化、计算的直母线方向为临近主法向量的外积 �平

面区域的直母线通过插值构造�、新构造的分片网格面、其展开到平面的直网格条带面

及重叠到一起后的效果图� 基于离散 -DFREL方程�测地线的展开是直线�这意味着制造上

的简单性� 从平面化颜色效果来看�显然后者整体平面化效果更好 �四边网格面更蓝��故

可以推广应用对离散近似可展曲面的建筑表面进行包层放松对建筑材料的弯曲要求�

图 ���� 由直母线构造新的分片平面�

)LJ� ���� 3LHFHZLVH SODQDU IDFHV IURP UXOLQJV�

包层

木材是可以被弯曲变形的材料� 薄板条和板材允许稳定条件下的弯曲� 甚至厚的木

材经过水蒸气加热后也允许令人惊讶的大的变形� 在这个处理过程中� 木质曲面经受了

某种程度上等距变形�过程中也存在稍微拉抻和压缩 �如图 ����� 图 ����展示了使用弯曲

的木条实现的立面包层�
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图 ����� 内部木质墙面包层的渲染图�

)LJ� ����� 5HQGHULQJ RI DQ LQWHULRU ZRRGHQ ZDOO FODGGLQJ�

��� 旋转曲面结构

旋转面的对称几何特征带来结构上的大量重复元素�这不仅具有美学特征还能帮助

节省生产成本�因而旋转建筑结构在现实中很常见 �如图 ������

图 ����� 旋转建筑结构�

)LJ� ����� 5RWDWLRQDO DUFKLWHFWXUDO VWUXFWXUHV�

条带模具的内在重复性

等距于旋转面的曲面 �图 �����上左�可以通过附着全等的条带到彼此以半离散的方

式生成 �图 ������ 制造这样的双弯曲曲面具有明显的优势� 建立这样的曲面模型 � �����中

� ��� �
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左� 通过使用离散测地平行坐标系和一个额外的限制条件� 即要求沿着所有的测地条带

的宽度有相同的分布� 对于制造目的�我们不得不展开条带到平面� 对此�首先转换每一

个条带到离散可展条带�条面是近似平面四边形�如图 �����中右�

生成的四边网的两个对边横交于测地线� 其中横交点位于离散测地线 �一般情况下

是边的内点��该测地线平行于近似的直母线方向� 通过相交临近的切平面估计直母线方

向�这样�只需要计算外积 1 × 11� 如图 ���中计算直母线向量域的方法� 在几乎平行的

法向量区域 �平的条带区域��能理论上选择任何方向作为直母线方向�所以平均相邻最近

的非平条带区域的方向� 条带的展开可以通过展开几乎平面的四边形到平面上 �图 �����

下�� 所有被展开的条带的重叠覆盖很好地展示了条带几乎是全等的 �图 �����下右�� 水平

边上的强烈的变化是因为可展曲面的直母线在等距变形的时候会发生明显的改变�

图 ����� 等距于旋转面的曲面的条带模型�

)LJ� ����� 6WULS PRGHO LVRPHWULF WR VXUIDFH RI UHYROXWLRQ�
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����� 等距于旋转面的曲面

旋转面是内蕴对称的曲面� 可等距变换到自身� 因为曲面的等距变形变换测地线仍

为测地线且不改变曲面上曲线的任何交角�所以考虑测地平行坐标系框架下的等距变形

是合理的� � �����节推导了测地平行坐标系下曲面等距于旋转面的准则� 确定离散旋转

面等距变换时保有的不变量� 并构造等距变换实例 � � ������� 继续应用旋转面的内蕴特

性�构造自由型建筑表面�如图 ����展示了等距于旋转面的曲面用弯曲木条板构造的设计

渲染图�其近似条带展开面近乎是全等的 �如图 ������

图 ����� 木质墙面包层的渲染图�

)LJ� ����� 5HQGHULQJ RI DQ ZRRGHQ ZDOO FODGGLQJ�

����� 提取旋转面

所有等距于旋转面的曲面不直接涉及到所等距的旋转面的具体形式� 然而�对于应

用来说�计算相应的旋转面是必要的或值得的� 一旦通过优化 �见 ���节�找到了等距于旋

转面的离散网格满足内蕴重复性�便可以通过以下方式计算其实际上近似等距的旋转面�

假设矩形片有m × n个格点�指数为 [1, m] × [1, n]�其中 u�方向 �即测地线方向�有m
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图 ����� 条带面展开图�

)LJ� ����� 8QIROGLQJ RI WKH VWULSV�

个格点� 这样对于 u ∈ [1, m]计算对应于旋转面的平行圆的正则 (n − 1)�边形的平均边长�

d(u) := 1
n−1

∑n−1
i=1 ‖δvf(u, i)‖.

随后�这个 (n − 1)�多边形的外接圆的半径是 r(u) := d(u)
2 sin(π/(n−1)) � 假定等距的旋转面关

于旋转轴有完全的旋转� 这个条件可以被放松 �如下命题 ���� 进一步�对于 u ∈ [1, m − 1]

我们计算经线上多边形部分的平均长度�

l(u) := 1
n

∑n
i=1 ‖δuf(u, i)‖.

有了这个数据�可以重构离散旋转面� 如图 ���� �右��我们计算两个平行圆的高度差：

x(u) :=
√

l(u)2 − (r(u + 1) − r(u))2.

这样�离散旋转面被参数化为

f(u, v) = (r(u) cos(2vπ/(n − 1)), r(u) sin(2vπ/(n − 1)), h(u)),

� ��� �
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其中 h(u) = ∑u
i=1 x(i)� 没有直接变换整个矩形曲面片为完全旋转的旋转面�我们根据如

下定理�能像对光滑情况那样�只对一些子曲面片做相同的处理�

定理 �� >���@令 f(u, v) = (r(u) cos v, r(u) sin v, h(u))是旋转面� 则对于 λ ∈ R�积分

h̃(u) :=
∫ u

u0

√
(1 − λ2)r′(t)2 + h′(t)2 dt

是实数 �对于 λ ∈ [0, 1]总是成立的��旋转面

fλ(u, v) := (λr(u) cos v
λ ,λr(u) sin v

λ , h̃(u))

等距于 f �

使用如上条件近似计算并构造了满足离散旋转面条件的任意曲面的旋转面 �图 ������

也可以以更自由的方式�对一片给定的平面片进行满足测地平行坐标系条件的交互变形�

图 ����� 曲面满足离散旋转面条件及其近似旋转面�

)LJ� ����� 0HVKHV VDWLVI\LQJ GLVFUHWH VXUIDFH RI UHYROXWLRQ FRQGLWLRQ DQG WKHLU DSSUR[LPDWHG UR�
WDWLRQDO VXUIDFHV�

这样得到的曲面不受固定的旋转面的几何限制�但是每个网格的每个测地条带面又具有

相同的宽度（非指定数值）�我们可以逆向构造其对应的等距旋转面�如图 �����

����� 测量等距变换

测量一个原始曲面 f 0 和一个变形曲面 f 之间的等距性通过测量固体力学 >���@ 中已

知的维数拉伸张量� 适合离散测地平行坐标系的拉伸矩阵被定义在每个格点且以切向量

T1, T2为基向量� 它满足 �符号参考图 �����

D =
( ε(l1)+ε(l1̄)

2 tan(α1̄2̄−α1̄2)−tan(α12̄−α12)

tan(α1̄2̄−α1̄2)−tan(α12̄−α12) ε(l2)+ε(l2̄)
2

)

,
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图 ����� 对一个平面片交互设计得到不同曲面 �上�及其相应旋转面 �下��

)LJ� ����� ,QWHUDFWLYH GHVLJQ RI D SODQDU SDWFK WR JHW PHVKHV �XSSHU� LVRPHWULF WR GLVFUHWH VXUIDFHV
RI UHYROXWLRQ�ORZHU��

其中 ε(l1) = ‖δuf‖−‖δuf0‖
‖δuf0‖ � ε(l1̄) = ‖δuf1̄‖−‖δuf0

1̄ ‖
‖δuf0

1̄ ‖ � ε(l2) = ‖δvf‖−‖δvf0‖
‖δvf0‖ � ε(l2̄) = ‖δvf2̄‖−‖δvf0

2̄ ‖
‖δvf0

2̄ ‖ �

令 λ1,λ2 是特征值�且 v1, v2 是矩阵 D 的特征向量� 扭曲的主法曲率方向是 vx
1 T1 + vy

1T2

和 vx
2 T1 + vy

2T2�其中 T1, T2 是沿着参数线排列的切平面的正交基� 值得注意的是�优化离

散正交性条件 �参考引理 ���所以总是假定 T1 ⊥ T2� 等距性的测量被用不同颜色显示在

图 ����中�

图 ����� 等距变形塑料瓶及其模拟效果�

)LJ� ����� ,VRPHWULF WUDQVIRUPDWLRQ RI D ERWWOH DQG LWV PLPHWLF UHVXOW�

引理 ��表明旋转面的半径具有一定的灵活性� 在等距变形的误差允许范围内�我们

� ��� �
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可以仿真出对一个旋转面进行自由等距变换的过程�如图 ����展示了从一个给定的旋转

面�满足离散测地平行坐标系和保长约束下的变换结果�

图 ����� 对旋转面片的自由等距变形�

)LJ� ����� )UHHO\ LVRPHWULF WUDQVIRUPDWLRQ RI URWDWLRQDO SDWFK�

����� 旋转面模具

离散测地平行坐标系如果再满足 v�方向的常速度比条件 �方程 ������则构成等距于

旋转面的曲面� 从可弯曲的材料如金属板建立这样的曲面�只需要建立一个模具�即相应

的旋转面� 事实上�只需要选取旋转面的一部分分割段作为模具�只要足够大保证最大的

面板足以被覆盖即可� 注意旋转面上临近经线的区域大小可能超过模具大小的限制� 需

要生产足够多的必要的模具填充旋转面的分割段�

图 ���� 展示了曲面上的指定区域对应于旋转面模型上的相应部分� 等距变形曲面

�右� 上的每一个四边面板等距于有相同颜色的旋转面 �左� 上的四边形� 通过这种方式�

获得一组双弯曲面板� 推广变形�则得到类似图 ����展示的结果�从一个旋转面出发�构

造一些列它等距的曲面� 从而�可以用这些曲面构造类似 )UDQN *HKU\风格的建筑设计图

�如图 ������

选取图 ����结果中的四个自由网格面�构造出一个渲染的建筑效果图 �����右�在这

种 )UDQN *HKU\的建筑风格中�立面可以被矩形金属板包层� 不同的是�这些金属板并不

� ��� �
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图 ����� 旋转面模具�

)LJ� ����� 6XUIDFHV RI UHYROXWLRQ DV PROGV�

是平的而是等距于旋转面模具上的某些指定区域图 �����左� 这极大增加了对自由建筑表

面的设计内容�

图 ����� 类 )UDQN *HKU\建筑设计�

)LJ� ����� )UDQN *HKU\�VW\OH DUFKLWHFWXUDO GHVLJQ�

这些自由曲面都是等距于图 ����中起始的旋转面�所以实际建造需要的模具可以只

是该旋转面� 实际上�按照上面的分析�只需要图 �����左中展示的一个测地条带面即可�

覆盖在表面上的矩形金属板可以仅使用对应旋转表面的两条子午线之间的一个相当小

的扇形区域作为模具来制造 �如图 �����左和图 �����左�� 旋转表面上的长垂直条要么是

一个大模具�要么可以在必要时分割成较小的模具 �如图 ������ 每个金属面板对应于旋

� ��� �
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转面上的相应区域�我们使用绿色的边界来突出这一部分� 这个旋转面的部分必须足够

大才能携带最大的区域� 其中红色区域表示 *DXVV曲率为正�蓝色区域表示 *DXVV曲率为

负�而白色零 *DXVV曲率的区域� 覆盖具有几乎消失高斯曲率的表面区域的金属板可以

在没有特殊模具的情况下生产�即作为可展曲面片� 如此�针对不同区域又可以进行划分�

方便生产� 这种具有重复性元素的构造大大帮助减少模具的生产数量�

图 ����� 等距于旋转面的曲面嵌板�

)LJ� ����� 3DQHOLQJ RI VXUIDFHV LVRPHWULF WR URWDWLRQDO VXUIDFHV�

��� 测地网壳结构

网壳是一种双弯曲的曲面�有着好的稳定性�可以被赋予材料形成格状网结构� 构造

网壳结构的一个非常基本想法是能简单地使用细长的矩形材料沿着预想的曲面进行弯

曲� 使用直的元素构成的弯曲结构出现在各种网壳结构中�如测地网壳 >���@�渐近网壳 >��@�

曲率网壳 >���@等�如图 �����

‘渐近网壳结构’�如图 ������D��对应于离散平面格点星四边网 �即 $�网��是退化的

离散球面格点星四边网� 其构造过程 �章节 ������因存在相同的平直薄片和全等的节点等

大量重复元素而得到简化� 推广该结构到离散常平均曲率曲面网壳结构� 只需使用可展

的弧状薄片和全等的正交节点便可以类似实现�

若用直木条构造测地网壳结构�需要充分利用测地线的等距不变性 �kg = 0��即直木

条要沿着曲面的测地线进行弯曲� 使用离散测地平行坐标系的方法�可以很容易地设计

� ��� �
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图 ����� 网壳结构�

)LJ� ����� *ULGVKHOO VWUXFWXUHV�

这样的曲面�

离散测地线非常自然地以各种方式展示其在建筑上的应用�尤其离散测地平行坐标

系 � � ����控制的测地条带宽度�可以用来构造离散近似可展曲面、等距于旋转面的曲面

等� 我们在 � �����已经看到了使用离散测地平行坐标系网格近似任意参考曲面所所具有

的良好效果 �图 ����、����、������这里�我们继续使用该网格的测地线性质�通过近似参

考网�提取参考网的两族不同测地线�构造新的测地线网�最终实现网壳结构�

由于优化问题的非线性性�算法收敛的结果依赖于初始化� 因此可能存在曲面的自

交情况�这在现实应用中并不是预想的作品� 基于带把手的编辑交互设计和光滑因子的

约束� 可以避免这种情况的发生� 对于近似网格问题� 初始网格的选取对结果影响很大�

选择好的初始位置�可以减少网格搜索过程�快速地得到优质的近似网格� 基于手柄交互

设计�我们令离散测地平行坐标系近似给定参考曲面 �如图 ������D��� 近似的两个网格是

两族横截的离散测地平行坐标系网�只保留两个近似网格的测地线 �舍弃正交轨线��两族

测地线相交便得到渐近网壳结构参数面 � ������F��� 近似效果通过两个网格的 +DXVGRUII

距离衡量�这里相对于网格边界框架对角线距离 ��� +DXVGRUII距离是 ������ 使用木质材

� ��� �
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图 ����� 测地网壳结构�

)LJ� ����� *HRGHVLF JULGVKHOO�

图 ����� 测地网壳结构模型制作过程�

)LJ� ����� 0DNLQJ SURFHVV RI JHRGHVLF JULGVKHOO�
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料物质化的渲染 �如图 ������G��结果真实地反映了实际构造的模型 �如图 ������H���其中

实际物理模型的制造过程参看图 �����

为了方便构造测地网壳结构的形状� 基于木条不易完全易恢复变形的特质考虑� 我

们首先制造一种模具 �图 ������D��� 该模具表面恰好是我们给定的近似参考面 ������D���

并且在模具表面上刻有细窄的曲线凹痕�这些曲线痕迹恰好是模具表面上的两族测地线�

我们将用沾湿的木条（如图 ������E�� 依次排列在这些凹痕旁� 并用钉子固定� 这里沾湿

木条是为了其更易弯曲�在干爽之后它们也会极大程度上保持弯曲时的形状� 对于网壳

结构的边界� 无法使用这些平直的木条进行固定� 我们采用更薄的弧状的平软木条 �图

������F��� 我们首先构造的是网壳主体结构�然后再放置边界� 具体步骤如下：

��� 沿着模具表面上的一族测地线放置木条 �图 ������G���

��� 沿着另一族测地线放置第二层木条�并用胶与第一层粘结 �图 ������H���

��� 沿着边界处的木条的上下表面分别粘结边界弧状软木条 �图 ������I���

��� 固定好形状后放置足够时间晾干木条 �图 ������J���

��� 晾干后去掉辅助工具和不必要的边界部分得到网壳结构�并用鱼线固定底部 �图 �����

�K��防止木条弹性形变�

以上是使用离散测地平行坐标系参数化的曲面对任意光滑曲面近似�提取测地线族

构造的测地网壳结构� 实际建模过程发现�构造的近似网质量必须足够好�保证生成测地

网格必须是足够贴合曲面才行� 否则�得到的曲线族不是曲面的测地线�用长直木条进行

构造固定将会出现断裂� 尽管得到的模型并非足够大� 但是图 ����成功地将理论和实际

模型结合起来�表明可建造性�值得推广�

� ��� �
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� 结论与展望

��� 结论

建筑几何的理论基础是离散微分几何�而离散微分几何又是经典微分几何的离散化

对应� 依照三者的关系�本文按照顺序首先介绍一类光滑的特殊曲线和曲面的构造�然后

对应光滑的理论讨论几种特殊的离散参数网面�最后基于其离散化的定义构建应用模型�

这些理论的分析都是为了更好地指导模型的应用�

首先�本文应用微分几何理论�分析确定构造渐近边界线的等价条件、构造光滑渐近

边界线、构造插值该边界线的光滑 %p]LHU曲面、有理 %p]LHU曲面、%样条曲面� 该建模

过程兼容 &$'系统�能指导如何使用自由曲面填充给定渐近线作为边界线的问题�

其次�应用离散微分几何理论�提出离散常平均曲率曲面、提出离散测地平行坐标系

参数网、推广构造离散测地线参数网、整理实现离散曲率线参数网、探索发展离散渐近

线参数网� 这些离散曲面局部格点星的限制保证了全局的几何性质� 却又不涉及到曲面

的显示表达�大大方便了形状空间的交互探索� 主要实现内容包括�

� 提出离散球面格点星四边网� 该网格关于离散曲率线网对称� 兼容离散常平均曲率

曲面和离散极小曲面�

� 提出离散测地平行坐标系参数网�提供了一种在参考曲面上设计测地正交网界面的

有效策略� 同时� 控制测地条带宽度可以构造离散近似可展曲面和等距于旋转面的

离散曲面�

� 推广离散正交测地线网 >��±��@为离散等角测地线网�仍具有离散可展性�

� 实现几种常见的离散曲率线参数网�如圆网、锥网、等温网、蒙日网�它们具有共轭

性和不同几何特征�

� 构造离散渐近线参数网�兼容离散极小曲面和具有常主法曲率比的离散 :HLQJDUWHQ

曲面�
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最后�将这些建筑几何理论进行应用�指导以制造为意识的几何设计�主要内容包括�

� 构造具有弯曲和平直支撑结构的网壳模型�几何结构上大量重复元素的出现帮助简

化制造过程也指导更多具有重复元素的网壳结构的建立�

� 等宽度测地条带面具有内蕴重复性�建造测地条带模型模拟旋转面的等距变换过程�

指导使用非常少而必要的模具生产双弯曲的嵌板到自由的建筑表皮上�达到减少板

材设计的复杂性和成本等作用�

� 对一片任意摆放造型的毛毡面进行离散近似可展曲面构造�可以指导用具有轻微可

拉伸或压缩变形能力的材料�如平的木板条面等�构造建筑曲面的防水包层�

� 使用细长直矩形木条沿着参考面上的测地线建造测地网壳结构模型�

��� 创新点摘要

� 基于特殊曲线和曲面的局部微分性质，分析和构造具有实际应用价值的光滑曲面与

网格结构� 给出光滑 %p]LHU与 %样条曲面插值给定边界线为其渐近线的条件�这对

建筑上构造满足特殊边线要求的防水曲面设计有理论指导意义� 利用离散网格的局

部格点、边线或夹角的限制构造不同的参数网面� 而不需要精确的代数表达� 比如

构造的离散可展曲面突破了先前对光滑可展性晦涩的研究限制�进而通过高效的算

法交互设计任意自由的曲面形状�实现自由建筑表面表示�

� 引入离散测地平行坐标系参数化的曲面� 丰富了离散微分几何理论� 可以方便快捷

地构造测地网壳结构、近似可展曲面和等距于旋转面的曲面� 这些结论在建筑应用

方面具有指导作用� 使用平直材料的面板进行曲面防水包层设计� 使用可拉伸或压

缩的材料 �如毛毡、皮革、薄木板等�进行造型、使用双弯曲的面板 �如金属板�构造

类 )UDQN *HKU\建筑设计等� 尤其实现的一系列具有内蕴对称性质的曲面造型�解决

了来自平板材料构成自由曲面的问题� 理论上可以大大减少模具的生产数量� 从而

降低制造成本�

� ��� �
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� 引入球面格点星四边网，建立与曲率线网、常平均曲率曲面、极小曲面、可展曲面的

关系� 该离散曲面具有良好的几何性质�不仅扩展了组合几何的内容�而且应用在建

筑设计上� 可以允许存在大量重复的元素� 如构造具有弯曲和平直可展支撑结构的

网壳结构模型上存在大量相同的平面薄片和全等的节点等�极大地帮助简化加工制

造流程和减少项目成本� 这可以指导实现更多具有重复元素的网壳结构设计和制造�

��� 展望

建筑几何是一门新兴的研究领域� 作为联结着建筑和几何的桥梁� 它解决来自建筑

上的几何问题又创造几何在建筑上的应用� 势必成为受人关注的研究热点领域� 本文并

不过多强调设计、加工、制造等内容�而是基于该研究的实际意义�简要讨论建筑几何的

理论特征和应用模型� 尽管本文首次引入、构造和实现了一些特殊曲线和曲面的模型�从

微分性质角度研究了建筑几何� 但在本文基础上� 还有很多值得研究的内容和待解决的

问题�

� 球面格点星四边网是一种新颖的离散网格� 开创了离散微分几何的新研究领域� 探

索其在离散和计算微分几何中的作用、设计其在几何处理和建筑中的应用等还需

要进一步的研究� 理论上� 需要解决组合几何学问题� 研究与常法曲率曲面、常平

均曲率曲面、常负 *DXVV曲率曲面、:HLQJDUWHQ曲面等及其相应等距网的关系� 计

算上� 需要整合和兼容不同限制条件� 转化约束方程为不超过二次的� 使用 *XLGHG

3URMHFWLRQ算法进行交互设计� 应用上�需要考虑平面化网格面、弯曲支撑结构、静

力平衡等问题�

� 对于离散测地平行坐标系参数网� 尽管本文处理的网格 �近似 ��� 到 ���� 个格点�

在算法的第一次迭代的时候就非常快速地以合理的方式移动到目标形状�但是当前

的执行还不是实时交互的� 材料意识的几何建模为未来研究提供了很多的可能性�

近似等距还可以扩展到指定材料的特性如弯曲或拉抻行为的极限� 如果优化过程中

包括更多材料行为的性质将会更好� 除了建造真实的网壳结构模型 �图 �����和等距

于旋转面的条面模型 �图 ������ 这里没用其他物理仿真验证所有流程� 推广到大规
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模的实体建筑�使用本文方法构造类似 )UDQN *HKU\的双弯曲金属表皮建筑�是值得

期待和完善的�

� 建筑上的离散曲面的构造只是近些年被提出和研究的�对自由曲面的探索存在很多

的可能性�尤其基于几何结构的理解�是完成整合建筑设计、加工制造的关键步骤�

应用和推广离散测地网、离散曲率网、离散渐近网面到实际建筑中� 特别是几种不

同方法定义的离散可展曲面可以快速实现自由造型� 基于离散微分几何的分析� 探

索和构造更多具有特殊性质的网格面值得研究�

� 本文展示了内在连续对称性在建筑应用上的优势�有着内在连续对称性的曲面展示

出外在的重复元素� 从实际角度出发�可以增加某些误差范围�则不再严格地限制到

等距于旋转面的曲面类� 优化设计曲面的局部形状具有更多重复元素也是未来一个

有趣的研究方向�

� 推广‘渐近网壳结构’为其他自由网壳结构�如用弧状的薄片建造离散常平均曲率

曲面网壳结构等� 如何构造填充网壳结构的防水面就涉及到插值给定边界的曲面造

型问题� 目标发展进一步构造技术�
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>�@ /, & <� :$1* 5 +� =+8 & *� $ JHQHUDOL]DWLRQ RI VXUIDFH IDPLO\ ZLWK FRPPRQ OLQH RI FXUYDWXUH>-@�
$SSOLHG 0DWKHPDWLFV DQG &RPSXWDWLRQ� ����� ������������±�����

>�@ 李彩云� 朱春钢� 王仁宏� 插值特殊曲线的可展曲面造型研究进展 >-@� 中国科学� 数学� �����
��������

>��@ )$528., 5 7� 6=$)5$1 1� %,$5' /� &RQVWUXFWLRQ RI %p]LHU VXUIDFH SDWFKHV ZLWK %p]LHU FXUYHV
DV JHRGHVLF ERXQGDULHV>-@� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ� ����� ����������±����

>��@ )$528., 5 7� 6=$)5$1 1� %,$5' /� ([LVWHQFH FRQGLWLRQV IRU FRRQV SDWFKHV LQWHUSRODWLQJ
JHRGHVLF ERXQGDU\ FXUYHV>-@� &RPSXWHU $LGHG *HRPHWULF 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ )$528., 5 7� 6=$)5$1 1� %,$5' /� &RQVWUXFWLRQ DQG VPRRWKLQJ RI WULDQJXODU &RRQV SDWFKHV
ZLWK JHRGHVLF ERXQGDU\ FXUYHV>-@� &RPSXWHU $LGHG *HRPHWULF 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ <$1* +� :$1* *� &RQVWUXFWLRQ RI %�VSOLQH VXUIDFH ZLWK %�VSOLQH FXUYHV DV ERXQGDU\ JHRGHVLF
TXDGULODWHUDO>-@� -RXUQDO RI &RPSXWDWLRQDO DQG $SSOLHG 0DWKHPDWLFV� ����� �������±����

>��@ <$1* +� :$1* *� 2SWLPL]HG GHVLJQ RI %p]LHU VXUIDFH WKURXJK %p]LHU JHRGHVLF TXDGULODWHUDO>-@�
-RXUQDO RI &RPSXWDWLRQDO DQG $SSOLHG 0DWKHPDWLFV� ����� �������±����

>��@ )/g5< 6� 32770$11+� 5XOHG VXUIDFHV IRU UDWLRQDOL]DWLRQ DQG GHVLJQ LQ DUFKLWHFWXUH>&@�� 3URFHHG�
LQJV RI WKH ��WK $QQXDO &RQIHUHQFH RI WKH $VVRFLDWLRQ IRU &RPSXWHU $LGHG 'HVLJQ LQ $UFKLWHFWXUH�
$&$',$� $PHULFD ����� ���±����

>��@ 6&+/,1* (� +,75(& '� %$57+(/ 5� 'HVLJQLQJ JULG VWUXFWXUHV XVLQJ DV\PSWRWLF FXUYH QHW�
ZRUNV>&@�� +XPDQL]LQJ 'LJLWDO 5HDOLW\� 6SULQJHU ����� ���±����

>��@ -,0(1(= 0 5� 0h//(5 &� 32770$11 +� 'LVFUHWL]DWLRQV RI VXUIDFHV ZLWK FRQVWDQW UDWLR RI
SULQFLSDO FXUYDWXUHV>-@� 'LVFUHWH 	 &RPSXWDWLRQDO *HRPHWU\� ����� �±���

>��@ %$<5$0 (� *h/(5 )� .$6$3 (� 3DUDPHWULF UHSUHVHQWDWLRQ RI D VXUIDFH SHQFLO ZLWK D FRPPRQ
DV\PSWRWLF FXUYH>-@� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ� ����� ���������±����

� ��� �
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>��@ $7$/$< * ù� .$6$3 (� 6XUIDFHV IDPLO\ ZLWK FRPPRQ QXOO DV\PSWRWLF>-@� $SSOLHG 0DWKHPDWLFV
DQG &RPSXWDWLRQ� ����� �������±����

>��@ 32770$11 +� :$//1(5 -� &RPSXWDWLRQDO /LQH *HRPHWU\>0@� 6SULQJHU 6FLHQFH 	 %XVLQHVV
0HGLD� �����

>��@ /(232/'6('(5 6� 32770$11 +� $SSUR[LPDWLRQ RI GHYHORSDEOH VXUIDFHV ZLWK FRQH VSOLQH VXU�
IDFHV>-@� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ %,6+23 5 /� 7KHUH LV PRUH WKDQ RQH ZD\ WR IUDPH D FXUYH>-@� 7KH $PHULFDQ 0DWKHPDWLFDO 0RQWKO\�
����� ���������±����

>��@ *5,16381 (� +,5$1, $ 1� '(6%5810� HW DO� 'LVFUHWH VKHOOV>&@�� 3URFHHGLQJV RI WKH ���� $&0
6,**5$3+�(XURJUDSKLFV 6\PSRVLXP RQ &RPSXWHU $QLPDWLRQ� (XURJUDSKLFV $VVRFLDWLRQ� ����� ��±
���

>��@ $80$11 *� ,QWHUSRODWLRQ ZLWK GHYHORSDEOH Ep]LHU SDWFKHV>-@� &RPSXW� $LGHG *HRP� 'HV�� �����
��������±����

>��@ $80$11 *� $ VLPSOH DOJRULWKP IRU GHVLJQLQJ GHYHORSDEOH E	�[��H��]LHU VXUIDFHV>-@� &RPSXW�
$LGHG *HRP� 'HV�� ����� �����������±����

>��@ 0$(.$:$ 7� &+$/)$17 -� 'HVLJQ DQG WHVVHOODWLRQ RI %�VSOLQH GHYHORSDEOH VXUIDFHV>-@� -RXUQDO
RI 0HFKDQLFDO 'HVLJQ� ����� ����������±����

>��@ :$1* & & /� 7$1* .� $FKLHYLQJ GHYHORSDELOLW\ RI D SRO\JRQDO VXUIDFH E\ PLQLPXP GHIRUPDWLRQ�
$ VWXG\ RI JOREDO DQG ORFDO RSWLPL]DWLRQ DSSURDFKHV>-@� 9LV� &RPSXW�� ����� �����������±����

>��@ =+$2 +� :$1* *� $ QHZ DSSURDFK IRU GHVLJQLQJ UDWLRQDO %p]LHU VXUIDFHV IURP D JLYHQ JHRGHVLF>-@�
-RXUQDO RI ,QIRUPDWLRQ 	 &RPSXWDWLRQDO 6FLHQFH� ����� ��������±����

>��@ =+$2 +� :$1* *� $ QHZ PHWKRG IRU GHVLJQLQJ D GHYHORSDEOH VXUIDFH XWLOL]LQJ WKH VXUIDFH SHQFLO
WKURXJK D JLYHQ FXUYH>-@� 3URJUHVV LQ 1DWXUDO 6FLHQFH� ����� ���������±����

>��@ /$1* -� 5g6&+(/ 2� 'HYHORSDEOH ��� Q��%p]LHU VXUIDFHV>-@� &RPSXWHU $LGHG *HRPHWULF 'HVLJQ�
����� ��������±����

>��@ &+8 & +� 6e48,1 & +� 'HYHORSDEOH %p]LHU SDWFKHV� SURSHUWLHV DQG GHVLJQ>-@� &RPSXWHU�$LGHG
'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ &+8&+� &+(1 - 7� *HRPHWULF GHVLJQ RI XQLIRUP GHYHORSDEOH %�VSOLQH VXUIDFHV>&@�� $60( ���� ,Q�
WHUQDWLRQDO 'HVLJQ (QJLQHHULQJ 7HFKQLFDO &RQIHUHQFHV DQG &RPSXWHUV DQG ,QIRUPDWLRQ LQ (QJLQHHULQJ
&RQIHUHQFH� $PHULFDQ 6RFLHW\ RI 0HFKDQLFDO (QJLQHHUV� ����� ���±����

>��@ /,8<� 32770$11+�:$//1(5 -� HW DO� *HRPHWULF PRGHOLQJ ZLWK FRQLFDO PHVKHV DQG GHYHORSDEOH
VXUIDFHV>-@� $&0 7UDQV� *UDSKLFV� ����� ���������±����

>��@ 32770$11 +� 6&+,)71(5 $� %2 3� HW DO� )UHHIRUP VXUIDFHV IURP VLQJOH FXUYHG SDQHOV>-@� $&0
7UDQV� *UDSK�� ����� �����������±���

>��@ %2''8/85, 5� 5$9$1, %� 'HVLJQ RI GHYHORSDEOH VXUIDFHV XVLQJ GXDOLW\ EHWZHHQ SODQH DQG SRLQW
JHRPHWULHV>-@� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ� ����� ����������±����

>��@ +26&+(. -� 32770$11 +� ,QWHUSRODWLRQ DQG DSSUR[LPDWLRQ ZLWK GHYHORSDEOH %�VSOLQH VXU�
IDFHV>&@��� 9DQGHUELOW 8QLYHUVLW\ 3UHVV� 1DVKYLOOH� 71 ����� ���±����

� ��� �
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>��@ 32770$11 +� )$5,1 *� 'HYHORSDEOH UDWLRQDO %p]LHU DQG %�VSOLQH VXUIDFHV>-@� &RPSXWHU $LGHG
*HRPHWULF 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ 32770$11 +� :$//1(5 -� $SSUR[LPDWLRQ DOJRULWKPV IRU GHYHORSDEOH VXUIDFHV>-@� &RPSXWHU
$LGHG *HRPHWULF 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ 3(7(51(// 0� 'HYHORSDEOH VXUIDFH ILWWLQJ WR SRLQW FORXGV>-@� &RPSXW� $LGHG *HRP� 'HV�� �����
���������±���� KWWS���G[�GRL�RUJ���������M�FDJG�������������

>��@ &+(1 '� :$1* *� 'HYHORSDEOH %p]LHU IXQFWLRQ VXUIDFH>-@� 3URJUHVV LQ 1DWXUDO 6FLHQFH� �����
���������±����

>��@ 62/2021 -� 928*$ (� :$5'(7=.< 0� HW DO� )OH[LEOH GHYHORSDEOH VXUIDFHV>-@� &RPSXWHU
*UDSKLFV )RUXP� ����� ����������±�����

>��@ 3e5(= )� 68È5(= - $� 4XDVL�GHYHORSDEOH %�VSOLQH VXUIDFHV LQ VKLS KXOO GHVLJQ>-@� &RPSXWHU�$LGHG
'HVLJQ� ����� ����������±����

>��@ 1$5$,1 5� 3)$)) 7� 2¶%5,(1 - )� )ROGLQJ DQG FUXPSOLQJ DGDSWLYH VKHHWV>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV
RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>��@ 0$57(', 6� 6$,72 +� )ROGDEOH DXJPHQWHG SDSHUV ZLWK D UHOD[HG FRQVWUDLQW>&@�� ���� �VW ,QWHUQD�
WLRQDO 6\PSRVLXP RQ $FFHVV 6SDFHV �,6$6�� ,(((� ����� ���±����

>��@ 3(55,2//$7 0� %$572/, $� $ FRPSXWDWLRQDO PRGHO RI ERXQGHG GHYHORSDEOH VXUIDFHV ZLWK DSSOL�
FDWLRQ WR LPDJH�EDVHG WKUHH�GLPHQVLRQDO UHFRQVWUXFWLRQ>-@� &RPSXWHU $QLPDWLRQ DQG 9LUWXDO :RUOGV�
����� ���������±����

>��@ -8/,86 '� .5$(92< 9� 6+())(5 $� '�FKDUWV� 4XDVL�GHYHORSDEOH PHVK VHJPHQWDWLRQ>-@� &RP�
SXWHU *UDSKLFV )RUXP� ����� ���������±����

>��@ <$0$8&+, +� *80+2/' 6� =$<(5 5� HW DO� 0HVK VHJPHQWDWLRQ GULYHQ E\ JDXVVLDQ FXUYDWXUH>-@�
7KH 9LVXDO &RPSXWHU� ����� ������������±����

>��@ +8))0$1 ' $� &XUYDWXUH DQG FUHDVHV� $ SULPHU RQ SDSHU>-@� ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ &RPSXWHUV�
����� �������±�����

>��@ :(57+(,0 0� &RQHV� FXUYHV� VKHOOV� WRZHUV� +H PDGH SDSHU MXPS WR OLIH>-@� 7KH 1HZ <RUN 7LPHV�
����� ���

>��@ '(0$,1 (� 2¶5285.( -� *HRPHWULF )ROGLQJ $OJRULWKPV>0@� &DPEULGJH 8QLYHUVLW\ 3UHVV� �����

>��@ .26&+,7= 5 '� &RPSXWDWLRQDO GHVLJQ ZLWK FXUYHG FUHDVHV� 'DYLG +XIIPDQ¶V DSSURDFK WR SDSHU�
IROGLQJ>'@� 3K' WKHVLV� 0DVVDFKXVHWWV ,QVWLWXWH RI 7HFKQRORJ\� �����

>��@ /$1* 5 -� 2ULJDPL 'HVLJQ 6HFUHWV� 0DWKHPDWLFDO 0HWKRGV )RU DQ $QFLHQW $UW>0@� $. 3HWHUV�&5&
3UHVV� �����

>��@ 0È548(= -� 3+8 0� ,QWHUDFWLYH� $Q RULJDPL VSDFH WHOHVFRSH>0@� XQSXEOLVKHG�� �����

>��@ )8&+6 '� 7$%$&+1,.29 6� 0RUH RQ SDSHU IROGLQJ>-@� 7KH $PHULFDQ 0DWKHPDWLFDO 0RQWKO\�
����� ���������±���

>��@ '(0$,1( (� )ROGLQJ DQG XQIROGLQJ>'@� 3K' WKHVLV� 8QLYHUVLW\ RI :DWHUORR� �����

� ��� �
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>��@ '(0$,1( ( '� 2¶5285.( -� *HRPHWULF )ROGLQJ $OJRULWKPV� /LQNDJHV� 2ULJDPL� 3RO\KHGUD>0@�
&DPEULGJH 8QLYHUVLW\ 3UHVV� �����

>��@ 0,7$1, -� �' RULJDPL DUW>0@� $. 3HWHUV�&5& 3UHVV� �����

>��@ 7$&+, 7� 6LPXODWLRQ RI ULJLG RULJDPL>-@� 2ULJDPL� ����� �����±����

>��@ 7$&+, 7� 2ULJDPL]LQJ SRO\KHGUDO VXUIDFHV>-@� ,((( 7UDQVDFWLRQV RQ 9LVXDOL]DWLRQ DQG &RPSXWHU
*UDSKLFV� ����� ���������±����

>��@ 7$&+, 7� 0,85$ .� 5LJLG�IROGDEOH F\OLQGHUV DQG FHOOV>-@� -RXUQDO RI WKH ,QWHUQDWLRQDO $VVRFLDWLRQ
IRU 6KHOO DQG 6SDWLDO 6WUXFWXUHV� ����� ���������±����

>��@ 081',/29$ .� &XUYHG FUHDVH IROGV RI VSKHULFDO SRO\KHGUD ZLWK UHJXODU IDFHV>&@�� 686$1 *2/'�
67,1( ' 0� )(1<9(6, .� 3URFHHGLQJV RI %ULGJHV ����� 0DWKHPDWLFV� $UW� 0XVLF� $UFKLWHFWXUH�
(GXFDWLRQ� &XOWXUH� 3KRHQL[� $UL]RQD� 7HVVHOODWLRQV 3XEOLVKLQJ� ����� ���±����

>��@ -,$1*&�081',/29$.� 5,67 )� HW DO� &XUYH�SOHDWHG VWUXFWXUHV>-@� $&07UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV
�72*�� ����� ����������

>��@ .,/,$1 0� 0216=3$57 $� 0,75$ 1 -� 6WULQJ DFWXDWHG FXUYHG IROGHG VXUIDFHV>-@� $&0 7UDQVDF�
WLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>��@ .,/,$1 0� )/g5< 6� &+(1 =� HW DO� &XUYHG IROGLQJ>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*��
����� ���������

>��@ %(// ( 7� 0HQ RI 0DWKHPDWLFV>0@� 6LPRQ DQG 6FKXVWHU� �����

>��@ %2%(1.2 $ ,� 685,6 < %� 'LVFUHWH 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\� ,QWHJUDEOH 6WUXFWXUH>0@� $PHULFDQ
0DWKHPDWLFDO 6RFLHW\� �����

>��@ 7$1* &� %2 3� :$//1(5 -� HW DO� ,QWHUDFWLYH GHVLJQ RI GHYHORSDEOH VXUIDFHV>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV
RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>��@ :81'(5/,&+:� =XU 'LIIHUHQ]HQJHRPHWULH GHU )OlFKHQ NRQVWDQWHU QHJDWLYHU .U�PPXQJ>-@� gVWHU�
UHLFK� $NDG� :LVV� 0DWK��1DW� .O� 6��%� ,,D�� ����� ������±���

>��@ 5$%,129,&+0�+2))0$117� 625.,1(�+25181*2� 7KH VKDSH VSDFH RI GLVFUHWH RUWKRJRQDO
JHRGHVLF QHWV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ����������

>��@ 5$%,129,&+ 0� +2))0$11 7� 625.,1(�+25181* 2� 'LVFUHWH JHRGHVLF QHWV IRU PRGHOLQJ
GHYHORSDEOH VXUIDFHV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ���������

>��@ 5$%,129,&+ 0� +2))0$11 7� 625.,1(�+25181* 2� 0RGHOLQJ FXUYHG IROGLQJ ZLWK
IUHHIRUP GHIRUPDWLRQV>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ����������

>��@ 陈中贵� 网格曲面的展开与可展性优化 >'@� 博士学位论文� 浙江大学� �����

>��@ )5(< : +� 0RGHOLQJ EXFNOHG GHYHORSDEOH VXUIDFHV E\ WULDQJXODWLRQ>-@� &RPSXWHU�$LGHG 'HVLJQ�
����� ���������±����

>��@ .(5*26,(1 < /� *272'$ +� .81,, 7 /� %HQGLQJ DQG FUHDVLQJ YLUWXDO SDSHU>-@� ,((( &RPSXWHU
*UDSKLFV DQG $SSOLFDWLRQV� ����� ��������±���

>��@ &5$1(.�:(,6&+('(/&�:$5'(7=.<0� 7KH KHDW PHWKRG IRU GLVWDQFH FRPSXWDWLRQ>-@� &RP�
PXQ� $&0� ����� ���������±���

� ��� �
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>��@ 0h//(5 &� 6HPL�GLVFUHWH FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFHV>-@� 0DWKHPDWLVFKH =HLWVFKULIW� �����
������������±����

>��@ 0h//(5 &�:$//1(5 -� 6HPL�GLVFUHWH LVRWKHUPLF VXUIDFHV>-@� 5HVXOWV LQ 0DWKHPDWLFV� ����� �����
�������±�����

>��@ 32770$11 +� 6&+,)71(5 $� %2 3� HW DO� )UHHIRUP VXUIDFHV IURP VLQJOH FXUYHG SDQHOV>-@� $&0
7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>��@ %2 3� :$1*:� *HRGHVLF�FRQWUROOHG GHYHORSDEOH VXUIDFHV IRU PRGHOLQJ SDSHU EHQGLQJ>-@� &RPSXWHU
*UDSKLFV )RUXP� ����� ���������±����

>��@ -867,1 62/2021 $ %� 0,5(/$ %(1&+(1� *8,%$6 / -� 'LVFRYHU\ RI LQWULQVLF SULPLWLYHV RQ
WULDQJOH PHVKHV>-@� &RPSXW� *UDSK� )RUXP� ����� ���������±����

>��@ 32770$11 +� $63(5/ $� +2)(5 0� HW DO� $UFKLWHFWXUDO *HRPHWU\>0@� %HQWOH\ ,QVWLWXWH 3UHVV
([WRQ� 3$� �����

>��@ 32770$11+� (,*(16$7=0�9$;0$1$� HW DO� $UFKLWHFWXUDO JHRPHWU\>-@� &RPSXWHUV 	*UDSK�
LFV� ����� ������±����

>��@ 6+(/'(1 ' 5� 'LJLWDO VXUIDFH UHSUHVHQWDWLRQ DQG WKH FRQVWUXFWLELOLW\ RI *HKU\¶V DUFKLWHFWXUH>'@�
3K' WKHVLV� 0DVVDFKXVHWWV ,QVWLWXWH RI 7HFKQRORJ\� �����

>��@ 6&+,() : .� %2%(1.2 $ ,� +2))0$11 7� 2Q WKH LQWHJUDELOLW\ RI LQILQLWHVLPDO DQG ILQLWH GHIRU�
PDWLRQV RI SRO\KHGUDO VXUIDFHV>&@�� 'LVFUHWH 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\� 6SULQJHU ����� ��±���

>��@ =$'5$9(& 0� 6&+,)71(5 $� :$//1(5 -� 'HVLJQLQJ TXDG�GRPLQDQW PHVKHV ZLWK SODQDU
IDFHV>-@� &RPSXWHU *UDSKLFV )RUXP� ����� ����������±�����

>��@ %200(6 '� &$03(1 0� (%.( + &� HW DO� ,QWHJHU�JULG PDSV IRU UHOLDEOH TXDG PHVKLQJ>-@� $&0
7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>��@ (%.(+&� %200(6'� &$03(10� HW DO� 4H[� UREXVW TXDGPHVK H[WUDFWLRQ>-@� $&07UDQVDFWLRQV
RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ����������

>��@ 6&+/,1* (� 5HSHWLWLYH 6WUXFWXUHV ± 'HVLJQ DQG FRQVWUXFWLRQ RI FXUYHG VXSSRUW VWUXFWXUHV ZLWK UHSHW�
LWLYH SDUDPHWHUV>'@� 3K' WKHVLV� 78 0XQLFK� �����

>��@ .$6$3 (� $.<,/',= ) 7� 25%$< .� $ JHQHUDOL]DWLRQ RI VXUIDFHV IDPLO\ ZLWK FRPPRQ VSDWLDO
JHRGHVLF>-@� $SSOLHG 0DWKHPDWLFV DQG &RPSXWDWLRQ� ����� ������������±����

>��@ %,$5' /� )$528., 5 7� 6=$)5$1 1� &RQVWUXFWLRQ RI UDWLRQDO VXUIDFH SDWFKHV ERXQGHG E\ OLQHV
RI FXUYDWXUH>-@� &RPSXWHU $LGHG *HRPHWULF 'HVLJQ� ����� ���������±����

>��@ :$1* +� 1, 4� $ QHZ PHWKRG RI PRYLQJ DV\PSWRWHV IRU ODUJH�VFDOH XQFRQVWUDLQHG RSWLPL]DWLRQ>-@�
$SSOLHG 0DWKHPDWLFV DQG &RPSXWDWLRQ� ����� ���������±���

>��@ <8 /� *82�-,1 :� 'HVLJQLQJ GHYHORSDEOH VXUIDFH SHQFLO WKURXJK JLYHQ FXUYH DV LWV FRPPRQ DV\PS�
WRWLF FXUYH>-@� -RXUQDO RI =KHMLDQJ 8QLYHUVLW\ �(QJLQHHULQJ 6FLHQFH�� ����� ����������±�����

>��@ $1*(1(17 6 %� 9(/È=48(= -� 27+(56� $V\PSWRWLF VKDSH RI FXVS VLQJXODULWLHV LQ FXUYH VKRUW�
HQLQJ>-@� 'XNH 0DWKHPDWLFDO -RXUQDO� ����� ��������±����

� ��� �
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>��@ &2172328/26 *� $V\PSWRWLF FXUYHV DQG HVFDSHV LQ KDPLOWRQLDQ V\VWHPV>-@� $VWURQRP\ DQG $V�
WURSK\VLFV� ����� ������±���

>��@ )$5,1 * (� &XUYHV DQG 6XUIDFHV )RU &$*'� $ 3UDFWLFDO *XLGH>0@� 0RUJDQ .DXIPDQQ� �����

>��@ 0¡5.(1 .� 6RPH LGHQWLWLHV IRU SURGXFWV DQG GHJUHH UDLVLQJ RI VSOLQHV>-@� &RQVWUXFWLYH $SSUR[LPD�
WLRQ� ����� ��������±����

>��@ 赵向军� 网格曲面造型技术研究 >'@� 博士学位论文� 浙江大学� �����

>��@ 王胜法� 基于微分方法的网格曲面分析和处理 >'@� 博士学位论文� 大连理工大学� �����

>��@ 方贤忠� 标架场导引的可控重网格化方法 >'@� 博士学位论文� 浙江大学� �����

>���@ 柴双明� 面向低扭曲参数化的网格切割方法研究 >'@� 博士学位论文� 中国科学技术大学� �����

>���@ 蒋罗� 三维人脸重建与人脸识别 >'@� 博士学位论文� 中国科学技术大学� �����

>���@ 徐文鹏� �'打印中的结构优化问题研究 >'@� 博士学位论文� 中国科学技术大学� �����

>���@ &5$1( .� :$5'(7=.<0� $ JOLPSVH LQWR GLVFUHWH GLIIHUHQWLDO JHRPHWU\>-@� 1RWLFHV RI WKH $PHU�
LFDQ 0DWKHPDWLFDO 6RFLHW\� ����� �������

>���@ &+(1:� =+(1*;� .( -� HW DO� 4XDGULODWHUDO PHVK JHQHUDWLRQ L� 0HWULF EDVHG PHWKRG>-@� &RPSXWHU
0HWKRGV LQ $SSOLHG 0HFKDQLFV DQG (QJLQHHULQJ� ����� �������±����

>���@ +(11,&.( -� 27+(56� *ULG VKHOOV �LO ����LQVWLWXWH IRU OLJKWZHLJKW VWUXFWXUHV� VWXWWJDUW�>&@��� �����

>���@ $212 0� '(17, 3� %5((1 ' (� HW DO� )LWWLQJ D ZRYHQ FORWK PRGHO WR D FXUYHG VXUIDFH� GDUW LQVHU�
WLRQ>-@� ,((( &RPSXWHU *UDSKLFV DQG $SSOLFDWLRQV� ����� ��������±���

>���@ *$5* $� 6$*(0$1�)851$6 $ 2� '(1* %� HW DO� :LUH PHVK GHVLJQ�>-@� $&0 7UDQV� *UDSK��
����� ���������

>���@ $1'5(:2� 6$*(0$1�)851$6 0 % &� $/%(57 &+(51� 9$;0$1 $� &KHE\VKHY QHWV IURP
FRPPXWLQJ SRO\YHFWRU ILHOGV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ����������

>���@ 7$1* &� 681 ;� *20(6 $� HW DO� )RUP�ILQGLQJ ZLWK SRO\KHGUDO PHVKHV PDGH VLPSOH>-@� $&0
7UDQV� *UDSK�� ����� ���������

>���@ 3$1 +� &+2, < .� /,8 <� HW DO� 5REXVW PRGHOLQJ RI FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFHV>-@� $&0
7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>���@ -$0(6 5 &� 0DWKHPDWLFV 'LFWLRQDU\>0@� 6SULQJHU 6FLHQFH 	 %XVLQHVV 0HGLD� �����

>���@ .h+1(/ :� 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\>0@� $PHULFDQ 0DWKHPDWLFDO 6RFLHW\� 3URYLGHQFH� 5,� �����

>���@ 32/7+,(5 .� 6&+0,(6 0� 6WUDLJKWHVW JHRGHVLFV RQ SRO\KHGUDO VXUIDFHV>-@� 'LVFUHWH 'LIIHUHQWLDO
*HRPHWU\� $Q $SSOLHG ,QWURGXFWLRQ� ����� ���

>���@ 7$&+, 7� *HRPHWULF FRQVLGHUDWLRQV IRU WKH GHVLJQ RI ULJLG RULJDPL VWUXFWXUHV>&@�� 3URFHHGLQJV RI WKH
,QWHUQDWLRQDO $VVRFLDWLRQ IRU 6KHOO DQG 6SDWLDO 6WUXFWXUHV �,$66� 6\PSRVLXP� YRO ��� 6KDQJKDL� �����
���±����

>���@ (,6(1+$57 / 3� $ 7UHDWLVH RQ WKH 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\ RI &XUYHV DQG 6XUIDFHV>0@� *LQQ� �����
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>���@ %2%(1.2 $� 3,1.$// 8� 'LVFUHWH LVRWKHUPLF VXUIDFHV>-@� -RXUQDO IXU GLH UHLQH XQG DQJHZDQGWH
0DWKHPDWLN� ����� �������±����

>���@ +2))0$11 7� $ GDUERX[ WUDQVIRUPDWLRQ IRU GLVFUHWH V�LVRWKHUPLF VXUIDFHV>-@� -� 0DWK�)RU�,QGXVWU\�
�����

>���@ %2%(1.2 $ ,� 3,1.$// 8� 'LVFUHWL]DWLRQ RI VXUIDFHV DQG LQWHJUDEOH V\VWHPV>-@� 2[IRUG /HFWXUH
6HULHV LQ 0DWKHPDWLFV DQG ,WV $SSOLFDWLRQV� ����� ����±���

>���@ 6(&+(/0$11 6� 5g5,* 7� %2%(1.2 $ ,� 4XDVLLVRWKHUPLF PHVK OD\RXW>&@�� $GYDQFHV LQ $U�
FKLWHFWXUDO $HRPHWU\ ����� 6SULQJHU ����� ���±����

>���@ 021*( *� $SSOLFDWLRQ GH /¶DQDO\VH D /D *HRPHWULH �HWF�� �>0@� %HUQDUG� �����

>���@ 32770$11 +� /,8 <� :$//1(5 -� HW DO� *HRPHWU\ RI PXOWL�OD\HU IUHHIRUP VWUXFWXUHV IRU DUFKL�
WHFWXUH>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>���@ :(,1*$57(1 -� hEHU HLQH NODVVH DXIHLQDQGHU DEZLFNHOEDUHU IOlFKHQ>-@� -RXUQDO IXU GLH UHLQH XQG
DQJHZDQGWH 0DWKHPDWLN� ����� ������±����

>���@ ),167(5:$/'(5 6� 0HFKDQLVFKH EH]LHKXQJHQ EHL GHU IOlFKHQGHIRUPDWLRQ>-@� -DKUHVEHU� G�
'HXWVFKHQ 0DWK��9HUHLQLJXQJ� ����� ����±���

>���@ 6&+/,1* (� %$57+(/ 5� 5HSHWLWLYH VWUXFWXUHV>&@�� *(1*1$*(/ &� %$9(5(/ 2� %855< -�
HW DO� ,PSDFW� 'HVLJQ :LWK $OO 6HQVHV� &KDP� 6SULQJHU ,QWHUQDWLRQDO 3XEOLVKLQJ� ����� ���±����

>���@ -$&2%621 $� %$5$1 ,� 32329,& -� HW DO� %RXQGHG ELKDUPRQLF ZHLJKWV IRU UHDO�WLPH GHIRUPD�
WLRQ�>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ���������

>���@ %2%(1.2 $ ,� 6&+5g'(5 3� 'LVFUHWH ZLOOPRUH IORZ>&@��� (XURJUDSKLFV $VVRFLDWLRQ �����

>���@ 625.,1( 2� /DSODFLDQ PHVK SURFHVVLQJ>&@�� (XURJUDSKLFV �67$5V�� ����� ��±���

>���@ 1($/(1 $� ,*$5$6+, 7� 625.,1( 2� HW DO� /DSODFLDQ PHVK RSWLPL]DWLRQ>&@�� 3URFHHGLQJV RI
WKH �WK ,QWHUQDWLRQDO &RQIHUHQFH RQ &RPSXWHU *UDSKLFV DQG ,QWHUDFWLYH 7HFKQLTXHV LQ $XVWUDODVLD DQG
6RXWKHDVW $VLD� $&0� ����� ���±����

>���@ $/(;$0�:$5'(7=.<0� 'LVFUHWH ODSODFLDQV RQ JHQHUDO SRO\JRQDOPHVKHV>-@� $&07UDQVDFWLRQV
RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ����������

>���@ .,/,$10� 0,75$ 1 -� 32770$11 +� *HRPHWULF PRGHOLQJ LQ VKDSH VSDFH>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV
RQ *UDSKLFV �72*�� ����� ���������

>���@ .,/,$1 0� )/g5< 6� &+(1 =� HW DO� 'HYHORSDEOH VXUIDFHV ZLWK FXUYHG FUHDVHV>&@�� $GYDQFHV LQ
$UFKLWHFWXUDO $HRPHWU\ ����� 6SULQJHU ����� ��±���

>���@ /$1* 5 -� 2ULJDPL>0@� XQSXEOLVKHG�� �����

>���@ 67(,1 2� *5,16381 (� &5$1( .� 'HYHORSDELOLW\ RI WULDQJOH PHVKHV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK��
����� ���������

>���@ .21$.29,û 0� &5$1( .� '(1* %� HW DO� %H\RQG GHYHORSDEOH� &RPSXWDWLRQDO GHVLJQ DQG IDEUL�
FDWLRQ ZLWK DX[HWLF PDWHULDOV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ���������

>���@ .21$.29,û 0� 3$1(77$ -� &5$1( .� HW DO� 5DSLG GHSOR\PHQW RI FXUYHG VXUIDFHV YLD SUR�
JUDPPDEOH DX[HWLFV>-@� $&0 7UDQV� *UDSK�� ����� ����������
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大连理工大学博士学位论文

>���@ '8'7( / +� 928*$ (� 7$&+, 7� HW DO� 3URJUDPPLQJ FXUYDWXUH XVLQJ RULJDPL WHVVHOODWLRQV>-@�
1DWXUH 0DWHULDOV� ����� ����������

>���@ &$//(16 6� =$'3225 $� )URP IODW VKHHWV WR FXUYHG JHRPHWULHV� 2ULJDPL DQG NLULJDPL DS�
SURDFKHV>-@� 0DWHULDOV 7RGD\� ����� ���������±����

>���@ &$5/:� 2Q VHPLGLVFUHWH FRQVWDQW PHDQ FXUYDWXUH VXUIDFHV DQG WKHLU DVVRFLDWHG IDPLOLHV>-@� 0RQDWVK�
0DWK�� ����� ����������±����

>���@ .$+/(57 -� 2/6210� =+$1* +� :LGWK�ERXQGHG JHRGHVLF VWULSV IRU VXUIDFH WLOLQJ>-@� 7KH 9LVXDO
&RPSXWHU� ����� ��������±���

>���@ 32770$11 +� +8$1* 4� '(1* %� HW DO� *HRGHVLF SDWWHUQV>-@� $&0 7UDQVDFWLRQV RQ *UDSKLFV
�72*�� ����� ���������

>���@ 孙明宇� 大跨建筑非线性结构形态生成研究 >'@� 博士学位论文� 哈尔滨工业大学� �����

>���@ 沈源� 整体系统�建筑空间形式的几何学构成法则 >'@� 博士学位论文� 天津大学� �����

>���@ 赵有良� 几何学在建筑设计中的运用研究 >'@� 硕士学位论文� 同济大学� �����

>���@ 王风涛� 基于高级几何学复杂建筑形体的生成及建造研究 >'@� 硕士学位论文� 清华大学� �����

>���@ 奥京� 基于几何逻辑的复杂建筑形态控制 >'@� 硕士学位论文� 清华大学� �����

>���@ 袁大伟� 基于参数化技术的建筑形体几何逻辑建构方法研究 >'@� 硕士学位论文� 清华大学�
�����

>���@ 黄蔚欣�徐卫国� 非线性建筑设计中的“找形”>-@� 建筑学报� ����� �����±���

>���@ %85*221 5�:22' = -� *5,16381 (� 'LVFUHWH VKHOOV RULJDPL>&@�� ��VW ,QWHUQDWLRQDO &RQIHUHQFH
RQ &RPSXWHUV DQG WKHLU $SSOLFDWLRQV �&$7$ ����� 3URFHHGLQJV� �����

>���@ )5g+/,&+ 6� %276&+ 0� ([DPSOH�GULYHQ GHIRUPDWLRQV EDVHG RQ GLVFUHWH VKHOOV>-@� &RPSXWHU
*UDSKLFV )RUXP� ����� ����������±�����

>���@ 63,9$. 0 '� $ &RPSUHKHQVLYH ,QWURGXFWLRQ WR 'LIIHUHQWLDO *HRPHWU\>0@� 3XEOLVK RU SHULVK� �����

>���@ .$=+'$1 0� %2/,7+2 0� +233( +� 3RLVVRQ VXUIDFH UHFRQVWUXFWLRQ>&@�� 3URFHHGLQJV RI WKH
IRXUWK (XURJUDSKLFV V\PSRVLXP RQ *HRPHWU\ SURFHVVLQJ� YRO �� �����

>���@ 0,1',1* )� 8HEHU GLH ELHJXQJ NUXPPHU IOlFKHQ�>-@� -RXUQDO I�U GLH UHLQH XQG DQJHZDQGWH 0DWKH�
PDWLN� ����� ������±����

>���@ 6$'' 0 +� (ODVWLFLW\� 7KHRU\� $SSOLFDWLRQV� DQG 1XPHULFV>0@� 2[IRUG� $FDGHPLF 3UHVV� �����

>���@ 6$/2.$1*$6 /� :RRGHQ REVHUYDWLRQ WRZHU� KHOVLQNL� ILQODQG>-@� 6WUXFWXUDO HQJLQHHULQJ LQWHUQD�
WLRQDO� ����� ���������±����

>���@ %85.+$5'7 %� 27+(56� 0XOWLKDOOH PDQQKHLP VWXWWJDUW� ,QVWLWXW I�U OHLFKWH IOlFKHQWUDJZHUNH>-@�
,/��� �����
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附 录

图 ����图片来源� KWWSV���WULPEOHFRQVXOWLQJ�FRP�

图 ���图片来源� KWWSV���ZZZ�OW�DU�WXP�GH�HQ�UHVHDUFK�SDYLOLRQ�

图 ����图片来源� KWWSV���ZZZ�DV\PSWRWH�QHW�\DV�VOLGH�VKRZ

图 �����左图片来源� KWWSV���HQ�ZLNLSHGLD�RUJ�ZLNL�*ODVV�3DYLOLRQ

图 �����中图片来源� KWWS���ZZZ���VWPDU\D[H�FRP�

图 �����右图片来源� KWWS���ZZZ�VN\VFUDSHUFHQWHU�FQ�EXLOGLQJ�WRUQDGR�WRZHU�����

图 ����图片来源� KWWSV���ZZZ�KRWHO�LQWHUJURXS�FRP�

图 �����D�图片来源� KWWSV���ZZZ�LVVH\PL\DNH�FRP�HQ�EUDQGV�EDREDR

图 �����F�图片来源� KWWS���ZZZ�IU�HH�RUJ�SURMHFW����0XVHR�6RXPD\D

图 �����G�图片来源� KWWSV���ZZZ�]DKD�KDGLG�FRP�DUFKLWHFWXUH�EHLMLQJ�QHZ�DLUSRUW�WHUPLQDO�EXLOGLQJ�

图 ������F�图片来源� KWWS���ZZZ�JULGVKHOO�LW�JULGVKHOO�OHFFH�

图 ������G�图片来源� KWWSV���PDQQKHLP�PXOWLKDOOH�GH�HQ�KRPHSDJH�

图 ������H�图片来源� KWWS���ZZZ�VRKX�FRP�D�����������������

图 ������I�图片来源� KWWS���ZZZ�DUFKWDOHQW�FRP�SURMHFWV�NXSOD�KHOVLQNL�]RR�ORRNRXW�WRZHU

图 ������J�图片来源� KWWSV���ZZZ�HIIHNW�GN�

图 �����右图片来源� KWWS���ZZZ�VN\VFUDSHUFHQWHU�FQ�EXLOGLQJ�GRKD�WRZHU�����
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攻读博士学位期间科研项目及科研成果

发表的学术论文

>�@+XL:DQJ� 'DYLGH 3HOOLV� )ORULDQ 5LVW� +HOPXW 3RWWPDQQ� DQG &KULVWLDQ0�OOHU� 'LVFUHWH JHRGHVLF SDUDOOHO
FRRUGLQDWHV� $&0 7UDQV� *UDSKLFV �72*�� ����� ������ ���� �3URF� $&0 6,**5$3+ $6,$ ������ �6&,�
&&) $类期刊��本博士论文第三、四章�

>�@ +XL :DQJ� &KXQJDQJ =KX� &DL\XQ /L� 7KH GHVLJQ RI %p]LHU VXUIDFH WKURXJK TXLQWLF %p]LHU DV\PSWRWLF
TXDGULODWHUDO� -RXUQDO RI &RPSXWDWLRQDO 0DWKHPDWLFV� ����� �������������� �6&,��本博士论文第二章�

>�@ +XL :DQJ� &KXQJDQJ =KX� &DL\XQ /L� &RQVWUXFWLRQ RI %�VSOLQH VXUIDFH IURP FXELF %VSOLQH DV\PS�
WRWLF TXDGULODWHUDO� -RXUQDO RI $GYDQFHG 0HFKDQLFDO 'HVLJQ� 6\VWHPV� DQG 0DQXIDFWXULQJ �6SHFLDO ,VVXH RQ
$&''( ������ �� ���� -$0'60����� �6&,��本博士论文第二章�

>�@王慧�朱春钢�李彩云� 插值有理 %p]LHU渐近四边形的有理 %p]LHU曲面� 计算机辅助设计与图形学
学报� ����� ������ ���������� �(,��本博士论文第二章�

>�@ 'DYLGH 3HOOLV� +XL :DQJ� 0DUWLQ .LOLDQ� )ORULDQ 5LVW� +HOPXW 3RWWPDQQ� DQG &KULVWLDQ 0�OOHU� 3ULQFLSDO
V\PPHWULF PHVKHV� $FFHSWHG WR $&0 6,**5$3+ ����� �&&) $类会议��本博士论文第三章�

>�@0DUWLQ .LOLDQ�+XL:DQJ� (LNH 6FKOLQJ� -RQDV 6FKLNRUH� DQG +HOPXW 3RWWPDQQ� &XUYHG VXSSRUW VWUXFWXUHV
DQG PHVKHV ZLWK VSKHULFDO YHUWH[ VWDUV� 3URF� $&0 6,**5$3+ ���� 3RVWHU� $&0� ����� ��� �&&) $类
会议��本博士论文第三章�

>�@ (LNH 6FKOLQJ� 0DUWLQ .LOLDQ� +XL :DQJ� -RQDV 6FKLNRUH� DQG +HOPXW 3RWWPDQQ� 'HVLJQ DQG FRQVWUXFWLRQ
RI FXUYHG VXSSRUW VWUXFWXUHV ZLWK UHSHWLWLYH SDUDPHWHUV� 3URF� $GYDQFHV LQ $UFKLWHFWXUDO *HRPHWU\ ����
�$$*������ /DUV +HVVHOJUHQ HW DO�� 6SULQJHU� ����� �������� �本博士论文第三章�

>�@ +XL :DQJ� &KXQJDQJ =KX� &DL\XQ /L� ,GHQWLILFDWLRQ RI SODQDU VH[WLF 3\WKDJRUHDQ�+RGRJUDSK FXUYHV�
-RXUQDO RI 0DWKHPDWLFDO 5HVHDUFK ZLWK $SSOLFDWLRQV� ����� ������ ������ �核心�

>�@王慧�朱春钢�李彩云� 六次 3+曲线 G2 +HUPLWH插值� 图学学报� ����� �������������� �核心�

参与的科研项目

>�@国家自然科学面上基金资助项 �1R�����������参数曲线曲面的几何性质研究� ����������������������
负责人� 朱春钢�

>�@ 国家自然科学面上基金资助项目 �1R����������� 7RULF 曲面研究� ���������������������� 负责人�
朱春钢�

>�@大连理工大学基本科研业务费专题项目理科基础科研专题 �'87��/.����几何造型中的若干问题
研究� ����������������负责人� 朱春钢�

>�@辽宁省高等学校优秀人才支持计划资助 �/-4��������� ����������������负责人� 朱春钢�
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建筑几何中的网格与光滑曲面构造

>�@ 国家自然科学面上基金资助项目 �1R����������� 插值特殊曲线的可展曲面与极小曲面构造研究�
����������������������负责人� 李彩云�

>�@民用飞机专项项目“







研究”子课题 �0-�)���������� ����������������负责人� 王仁宏�

>�@大连理工大学基本科研业务费专项项目理科基础科研专题 �'87��/.���� 动态网络传染病模型的
阈值理论研究� ����������������负责人� 张仁权�

>�@中国博士后科学基金资助项目 �1R�����0�������� 生物催化系统中基于突变机制的模式识别与调
控方法�����������������������负责人� 张仁权�
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致 谢

��月的大工�“校风”乍起，日渐转凉� 穿行于落满银杏叶的校园�蓦然回首�恍然
发现我与大工的缘分已走到了第七个年头� 在这段难忘的时光里�我有幸收获了爱情、友
情、知识和成长� 也正是这些经历塑造了现在的我�并持续支持着我直面困难、努力迎接
未来将要开启的新的旅程�

回顾这段难忘的日子� 回望那些构成我美好回忆的人们� 首先需要特别感谢我的恩
师�也是对我影响最大的老师——朱春钢教授� 一直很感激朱老师给了我读博的机会�在
整个学习、研究的过程中，老师清晰的思路，流畅的逻辑，高效的作风都深深的影响着
我� 在论文撰写�会议报告等学术工作方面老师也一直给予我鼓励和帮助� 我们一起完成
的每一个研究问题� 每一篇学术文章� 每一份审稿意见� 每一次报告内容� 都有老师全面
的指导和仔细的建议� 同时�老师也非常鼓励我外出交流学习�无论是去杭州、合肥、深
圳、济州岛、布里斯班的学术会议�还是去厦门、成都培训学习�老师都给予了大力的支
持� 特别是当我面对出国培养的关键抉择时�老师给出了富有远见的建议�帮助我加入到
向往已久的研究组交流学习� 留学期间� 相隔万里� 但老师的关心与支持� 让我的留学生
活倍感踏实和温暖� 感谢老师的用心栽培和无私奉献� 我会以老师为榜样�砥砺前行�

感谢我科研道路的引路人侯中华教授� 侯老师热情的欢迎与细致的引导� 让我对研
究生生涯充满向往� 他正直谦和、治学严谨的态度� 一直影响并提醒着我求真求实、认
真科研� 感谢侯老师的培养和激励�每当在科研道路上遇到困难�总能让我焦躁的心得以
平静�

感谢 78 :LHQ的 +HOPXW 3RWWPDQQ教授� 3RWWPDQQ教授几何理论雄厚�思维敏捷�谈
吐间意气风发� 挥斥方遒� 其言语表达的感染力� 对美学的鉴赏力� 对学术问题敏锐的洞
察力都令我敬仰� 此外还要感谢谦虚严谨的 &KULVWLDQ 0�OOHU副教授� 认真耐心的 0DUWLQ
.LOLDQ�聪明高效的 'DYLGH 3HOOLV�善良温和的 .ODUD 0XQGLORYD�热心体贴的 'RULV +RW]�开
朗乐观的 5X]LFD 0LMLF等人对我在 78 :LHQ的照顾和帮助� 最宜居的城市里也是因为这
些可爱的人们变得令人幸福和快乐�

感谢李彩云副教授� 彩云姐不仅对我们合作的文章耐心的修改� 还一直惦记着我的
学习和生活� 这些一直以来的关心� 就像大姐姐一样� 在我迷茫时给了我力量和鼓励� 让
我倍感亲切�

感谢学院的王仁宏教授、于波教授、吴微教授、苏志勋教授、刘秀平教授、李崇君
教授、董波教授、王振教授、杜磊副教授、徐敏副教授、张仁权副教授、赵国辉副教授
等�感谢国际信息与软件学院的刘日升教授和中国科学院数学与系统科学研究院的龚伟
副研究员在我求学期间的帮助和教诲� 感谢学院办公室的孙丽君老师等人的帮助�

感谢师妹李敬改在我出国交流期间的大力支持� 纷繁复杂的材料准备� 一遍又一遍
的内容核实�师妹都耐心地帮我一一处理� 这些体贴让我倍感温暖�

感谢计算几何教研室的李俊彬、郭庆杰、郭兵、张永富、张胜刚、孙兰银、赵轩艺、
张跃、王涵、谢林林、钟轶君、王鹏霄、贾燕梅、吴岩、于滢滢、纪野等人对我学习生
活上的照顾和帮助�
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感谢微分几何教研室的富宇、孙磊、邱望华、刘永楠、詹鑫、施威、张宁、冯静等
人在我科研初期的帮助和解惑�

感谢中国国家留学基金委员会 �&6&�为我提供的到 78 :LHQ进行博士联合培养的
机会，感谢离散数学与几何学院为我提供的良好科研环境�

感谢在维也纳结识的周志强教授、陈秀卿教授、李子佳、王国栋、卢芸、施晓静、陈
蓉、葛格、王望舒等前辈和好友的陪伴和帮助�

感谢挚友李鹏媛、沈佳坤、曹俊红、张静、吕凡、高菊峰、康俊华、孙宏伟、丁莉、
杨娜、宋楠、孟雪萍、赵佳玉等�她们的勇敢、善良和真诚一直鼓舞着我不断前进�

感谢父母和姐姐� 父亲教我勤勉�母亲教我善良�姐姐带给我安慰� 是她们的不断付
出和努力让我热爱生活�安心学习�勇敢追梦� 祝愿家人一直健康和快乐�

感谢丈夫王亮�有幸能在最合适的时候与你相识、相恋、相互鼓励、相互成长，这
是博士期间最开心的事� 你的成熟稳重让我倍感安全�你的大方热情让我倍感温暖�愿我
们一路真诚勇敢携手走过人生的每个春秋�

谨以此文献给所有帮助过我和爱我的人�

王慧
二零一九年十一月于大工
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