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基于共轭-测地四边对角网的曲面优化设计 
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摘  要：过特殊曲线的曲面设计是 CAD 领域中的经典问题，在自由建筑曲面的优化设计中有重要的应用。针对自由

建筑曲面设计中四边网格的非平面性引发的幕墙加工成本高和结构力学性能不足的难题，提出一种基于共轭四边网

与测地四边网的混合对角网的曲面优化设计方法。首先构建混合四边网的模型，并提出一种结合几何约束与交互设

计的优化算法，实现混合四边网的高效构造；然后针对自由建筑曲面的具体设计需求，提供一个全面的设计方案，

包括初始网格生成、交互式形态调整和结构形式设计。基于以上方法构建 3 项曲面屋顶设计案例，案例分析结果表

明，所提方法不仅确保幕墙单元的平面性，而且通过优化测地对角索的布局显著地提高了结构的稳定性；该方法兼

具几何精确性和工程可行性，为大型复杂自由建筑曲面的轻量化和低成本设计提供了一种解决方案。 
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Abstract: The design of surfaces with special curves is a classic topic in the field of CAD and has important ap-

plications in the optimization of free-form architectural surfaces. To address the challenges of high manufacturing 

costs for façades caused by the non-planarity of quadrilateral meshes and the inherent structural instability of 

quadrilateral gridshells in the design of free-form architectural structures, this paper proposes a surface optimiza-

tion design method based on a hybrid diagonal mesh combining conjugate quadrilateral nets and geodesic quadri-

lateral nets. First, a model of the hybrid quadrilateral mesh is constructed, and an optimization algorithm 

combining geometric constraints with interactive design is presented to achieve efficient construction of the 

hybrid quadrilateral mesh. Then, according to the specific design requirements of freeform architectural 

surfaces, a comprehensive design scheme is provided, including initial mesh generation, interactive form 

adjustment, and structural form design. Based on the above method, three surface roof design cases were con-

structed. Case analysis results show that the proposed method not only ensures the planarity of façade units, 

but also significantly improves structural stability through optimization of the geodesic diagonal cable lay-

out. This method combines geometric accuracy with engineering feasibility, providing a solution for light-

weight and low-cost design of large, complex freeform architectural surfaces. 
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插值给定曲线的曲面构造是 CAD 领域中经典

的逆向设计问题，源于曲面补洞、曲面造型等实际

需求。该问题中，插值曲线通常被要求为目标曲面

上的特殊曲线，如测地线、主法曲率线和渐近线等[1]，

已有众多学者针对此问题开展了大量研究工作[2-18]。 

测地线是平面上直线在曲面上的对应曲线，其

刻画了曲面上 2 点间的最短路径，在航空航天、航

海、数控加工、机器人路径规划、动画制作、图像

处理和建筑结构等多个领域都具有重要应用价值；

特别是在制鞋和服装等曲面设计领域，插值于给定

1 条或多条测地线的曲面构造应用广泛。相关的计

算几何理论也得到了深入研究，如构造插值 1 条测

地线的参数曲面[2]、3 条封闭测地线的三角 Coons

曲面片[3]和 4 条封闭测地线的 Bézier 曲面片[4-5]等。 

主法曲率线是曲面上的基本曲线，具有正交的

共轭关系，在曲面上总是成对出现，在曲面绘制、

形状识别和曲率分析等问题中发挥着重要作用。在

造船行业中，插值于给定曲线为曲面主法曲率线的

曲面构造具有重要的应用价值，相应的数学理论包

括插值 1 条曲率线的参数曲面[6,8]、插值 4 条封闭

曲率线的有理曲面片[9]和 B 样条曲面片[10]等。 

渐近线是微分几何中一类重要的曲线，其成对

出现且仅存在于负曲率的曲面上，广泛应用于天

文、机械和建筑等领域。当前，构造插值给定曲线

为曲面上的渐近线的研究也较为深入，包括插值 1

条曲线的参数曲面[11-12]和插值 4 条封闭渐近线的

曲面片[13-16]等。 

通常，插值 1 条或有限条特殊曲线的曲面构造

步骤如下： 

Step1：确定给定曲线的参数表达式。 

Step2：基于曲线的 Frenet 标架和曲线在曲面上的

Darboux 标架，确定曲率特征约束下的曲线。 

Step3：反向推导出插值曲面应满足的几何约束条件。 

Step4：通过极小化薄板能量函数等目标确定相应

的曲面参数表达式。 

然而，这个流程往往会面临求解参数量大、重

构曲面次数高、计算效率低等问题。当将该方法推

广到过特殊曲线参数网的曲面设计时[17-18]，情况将

变得更加复杂，大大降低对光滑曲面的次数、形态

和自由度的可控性。 

随着离散微分几何的发展[19]，过特殊参数曲

线的曲面设计问题被转化为过相应离散曲线的网

格设计问题[20-21]。网格是由节点、边和面构成的离

散化数据结构，因其极高的可操作性和可编辑性，

被广泛应用于游戏、动画和工业设计等行业，成为

一种通用的形态表达形式。按照拓扑结构，网格可

以分为四边网格、三角网格和混合网格等。其中，

四边网格由于具有规则化的节点连接模式与良好

的视觉通透性，在自由建筑曲面网格结构优化领域

展现出显著的研究价值[22-23]。四边网格是曲面参数

化表达的离散化对应，贯穿其中的多边线则是曲面

上参数线的离散化对应，因此，构造过给定曲线的

曲面设计问题被转化为具有满足特殊曲率特征的

网格线的四边网优化问题。 

构造满足特殊曲率特征的四边网的关键是对

特殊曲率线的几何分析与构造。良好的离散化定义

不仅要遵循其光滑性质[1]，还应具有简单的表达形

式，以适应复杂的曲面设计以及 CAD 软件的快速

交互编辑需求，如基于测地平行坐标系[1]构造的具

有 1 族测地线的四边网格[24]、基于测地网理论[25]

构造的离散测地网（discrete geodesic quadrilateral 

net，G-net）[26]、基于主法曲率网理论[1,19]构造的

以圆网[19]、锥网[27]和正交共轭网[28-29]表示的离散

主法曲率网（discrete principal curvature quadrilat-

eral net，PC-net）、基于渐近线理论构造的离散渐

近网（discrete asymptotic net，A-net）[30-33]等。这

些离散曲面的构造通过局部格点、边线或者面的几

何约束实现全局四边网格的优化，具有简单的几何

约束形式，避免了光滑曲面上的理论分析与烦琐的

计算，与传统插值曲线的光滑曲面构造问题相比，

具有更高的效率。同时，四边网的细密程度可控，

更易于快速地交互编辑，也可以在足够密的情况下

逼近光滑曲面，保证曲线在曲面上的曲率特征。 

G-net、PC-net、A-net 等四边网的研究不仅推

动了微分几何[1]离散化理论[19]的发展，还因其在建

筑结构设计中解决了诸多几何问题，促进了建筑几

何[22-23]领域的发展。本文结合 G-net 与建筑几何领

域最常用的离散共轭四边网（discrete conjugate 

quadrilateral net，Q-net）[19]或 PQ mesh[22]，提出一

种构造互为对角的 Q-net 与 G-net 的混合四边网建

模方法，旨在指导自由建筑曲面的设计，进一步推

广过特殊曲线的曲面设计在建筑领域的应用。 

1  相关工作 

在自由建筑网格结构的设计中，网格形式的选
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择不仅影响结构的形态和美观度，还决定着结构最

终的节点形式、复杂度，以及结构的受力形式和稳

定性。三角形网格因其天然的几何稳定性表现出良

好的结构力学性能，受到设计师的青睐，图 1 所示

为三角网在建筑表面上的应用——大英博物馆中

庭。然而，三角形网格存在节点形式复杂（每个节

点通常需要连接 6 根杆件）、用料较多自重大、视

觉通透性较差等问题。 

 

 

图 1  大英博物馆中庭 
 

四边网格凭借其规则的拓扑结构和低复杂度

的节点连接特性，显著地提升了建筑表皮的视觉

效果，成为复杂几何构造的首选方案 [22-23,34-35]。

然而在实际工程中，四边网格结构面临双重挑战：

（1）空间四边形的非平面性导致幕墙单元需要进

行三维弯扭加工，使得制造成本高于平面幕墙构件

的三角形网格；（2）在结构稳定性方面，纯四边网

格更容易发生面内屈曲，其临界荷载值通常低于等

效的三角形网格。 

针对上述问题，现有的解决方案如下：对于

四边网格非平面性引发的建造难题，采用具有平

面四边形特性的 Q-net 进行设计[22]，减少异形板

材的种类，典型的工程案例包括如图 2a 所示墨尔

本 Chadstone 购物中心屋顶。对于四边网格的结

构稳定性问题，工程实践中常引入双向对角索进

行强化[33,36-37]，如柏林动物园河马馆屋顶结构，如

图 2b 所示，具体做法是在平面四边形单元中沿对

角线方向布置预张力索，其力学优势体现在 3 个

方面：（1）通过增加对角索形成三角形子结构，提

升四边形单元抗剪刚度（抵抗剪切变形的能力），

从而提高结构的面外稳定性；（2）当对角索与曲面

上的测地线方向一致时，索路径能够实现张力传递

效率的最大化，这些索实际上是曲面上 2 点间最短

路径的离散化表现；（3）通过预张力设计，保证在

任意荷载工况下至少有一个方向的索处于激活状

态，避免整体失稳。 

由此，2 族对角索形成一个新的四边网，即

基础控制四边网的对角四边网；反之，当给定对

角网作为控制网时，其对角网则是原控制网。控 

  
 a. 墨尔本 Chadstone 购物中心     b. 柏林动物园河马馆 

图 2  四边网在建筑表面上的应用 

 
制四边网和对角四边网形成互为对角的关系，二

者共同构成对同一曲面的不同表示形式，它们的

组合形成了一个 4 族曲线网（4-网），即由 4 族曲

线构成的三角网。 

以控制四边网为基础网，通过增加 1~2 族对角

线的约束构造的混合 3-网或 4-网的方法，比直接

对给定三角网进行指定方向的优化方法更加可控。

该方法在构造以 A-net 为控制网、以 1 族对角线为

测地线的 AAG-网，以 G-net 为控制网、以 1 族对

角线为渐近线的 AGG-网，以及以 A-net 为控制网、

以 G-net 为对角网的 AGAG-网的研究中[36]，发挥了

显著的表达与建模优势。这类网格基于 2 类方向的

可展平面直板件构成：一类沿渐近线布置，生成垂

直于曲面切平面的板件；另一类沿测地线布置，生

成平行于曲面切平面的板件。2 类板件均具有可展

性与直边性，有利于加工制造；同时，它们在曲面

上处处互相垂直，既提供了结构的面内和面外刚度，

也赋予了网壳结构设计建造的自由度与稳定性[37]。 

在离散微分几何的研究中，Q-net 作为一种重要

的几何表示被广泛讨论[19]，它是光滑曲面上共轭曲

线网的离散化表达，其几何特征是四边形 4 个顶点

共面，即对角线交点处的切平面共面。这种结构不

仅在理论研究中具有重要意义，还广泛应用于计算

机图形学和建筑设计等领域。测地线是曲面上具有

最短路径特性的曲线，在建筑几何和自由曲面设计

中，测地线的应用价值体现在其能够为结构优化和

路径规划提供理论支持 [38]。因此，结合测地线与

Q-net 的几何特性，研究具有对角 G-net 的 Q-net，以

及具有对角 Q-net 的 G-net，具有重要的实际意义。 

上述各种混合网格的特征对比如表 1 所示。 
 

表 1  混合网格对比 

名称 类型 控制网 控制网特征 对角线/网特征

AAG[36] 3-网 A-net 密切面平行切平面 密切面垂直切平面

AGG[36] 3-网 G-net 密切面垂直切平面 密切面平行切平面

AGAG[36] 4-网 A-net 密切面平行切平面 密切面垂直切平面

QDG 4-网 Q-net 平面四边网 最短路径 

GDQ 4-网 G-net 最短路径 平面四边网 
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2  互为对角的共轭网和测地网 

基于工程应用的实际需求，本文聚焦于互为

对角网的 Q-net 和 G-net 的研究及其应用。首先分

别探讨曲线在曲面上的曲率特征，以及构成 Q-net

和 G-net 的几何特征；然后讨论混合 4-网的表达

和构成。 

2.1  Q-net 
共轭曲线是曲面上的基础曲线[1,19]，它们成对

出现，可以有无数对。任意给定 1 条曲线及其方向

（蓝色），可以通过 Dupin 标形[31]找到相应的另 1

条曲线。如图 3a 所示，1 条在曲面的椭圆点处，

另 1 条为椭圆上的共轭直径方向（红色）。 

 

 

图 3  共轭向量与 Q-net 的几何性质 

 
在曲面 S 上的任意点 p ，存在 2 个主曲率方向

1e 和 2e ，对应的主曲率分别为 1 和 2 ，这 2 个方向

相互垂直，可以张成点 p 处的切平面  。在  上，

可以定义 1 个局部笛卡儿坐标系，其坐标轴分别沿

着 1e 和 2e 的方向。对于通过点 p S 的 1 条曲线，

其切向量为   cos ,  sin t ，其中，角度 是相对

于 1e 测量的，该曲线的法曲率 nκ 满足欧拉公式 
2 2

1 2cos sinnκ      。 

在这个局部坐标系中，如果 1 条切线是某条曲

线的切线，而另 1 条切线是该曲线上各点处切平面

的包络的母线向量，则这 2 条切线是共轭的。2 个

共 轭 方 向 可 以 用 复 数 形 式 分 别 表 示 为
i

1 cos i sin e  t   和 )i
2 1

i( e eθ   t t   ，它们满足

以下关系 

 2 1 1 2( )cos(2 ) ( )cosκ κ κ κ       （1） 

其中，表示 2 个共轭方向之间的夹角。特别地，

当 0  ，即 1 条曲线沿着曲面的主法曲率方向，

则只有共轭向量夹角满足
π

2
  时，式（1）成立；

此时，另 1 条曲线沿着另 1 条主法曲率方向，与主

法曲率参数网是正交的共轭网概念一致[1]。对于给

定的共轭向量夹角 0 ，夹角求解公式为 

2 1
0 0

2 1

co 2arccos s
   
 

        
。 

定义 1[19] ：给定光滑曲面的参数化表示

   2 3: ,  ,  X u v X u v    ， 如 果 X 满 足

 span ,u v u vX X X     ，则称 X 为共轭网。 

 span ,u v u vX X X     表示参数化  ,X u v

对 u 和 v 的偏导向量位于由 X 对 u 和 v 的偏导向量

张成的平面内，即 X 的第二基本形式是对角化的。

因此，共轭网的离散化定义为具有平面四边形面的

四边网格[19,22,27]。 

定义 2[19]：映射 2 3:X   被称为 Q-net，如

果四边网 X 的所有基本四边形面均为平面。 

Q-net 的几何特征通过每个四边形的 4 个格点

满足共面条件进行局部表达，如图 3b 所示。对于

共平面的 4 个顶点  f 1, 2,3, 4iv i  ，可以通过引入单

位法向量 fn 进行约束，即 

 
 2f f f f

1 1, 0,  2,3,4i iv v i    n n  （2） 

这种离散化的定义方式具有简洁的表达形式，为基

于 Q-net 曲线网的理论与应用奠定了基础[19,28]。 

2.2  G-net 
曲面 S 上的曲线 ( )c s （以弧长参数 s 表示）的

曲率  s c 可以分解为法曲率 n 和测地曲率

g 这 2 部分，它们分别是曲率向量 c 在曲面法向

量和切平面上的 2 个投影，如图 4a 所示。这 3 个

曲率元素之间存在关系 2 2 2 n g    。设 为 c 与

曲面法向量之间的夹角，则  cosn   ， sing   。

 在整条曲线上的取值有 2 个特殊情况，即
π

2
和

0，它们定义了曲面上的 2 种特殊曲线。当
π

2
 时，

曲线为渐近曲线，其法曲率 0n  ，曲率向量位于

切平面上；当 0  时，曲线为测地线，其测地曲

率 0g  ，曲率向量 c 与曲面法向量平行。 

 

 
 

图 4  测地曲率与 G-net 的几何性质 
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与曲面上的渐近线成对出现且限制了曲面的

弯曲形态（只为负曲率）不同，曲面上的测地线存

在无数条，连接曲面上任意 2 点的最短路径就是测

地线，不同的 2 个端点得到不同的测地线。曲面上

测地线的构造方式还可以通过给定点与方向逐步

生成构造，过程如下：给定曲面上 1 点和某个切方

向，曲面的法向量与该方向张成的平面与曲面的交

线为曲线的局部测地线；继续选择交线上的点，再

指定某个方向，可以以相同的方式确定新的局部测

地线；重复以上过程，可以实现给出 1 族定点与方

向的测地曲线段。如果这些点构成了曲面上光滑连

续曲线，则曲线的切向量与曲面法向量张成的曲面

与曲线的密切面一致，该曲线即为测地线。 

由曲面上 2 族测地线相交构成的四边网是曲

面的测地网，每条曲线的密切面过曲面法向量，2

族曲线交点处的面法向量与 2 族曲线的密切面交

线共线，曲面上的测地网刻画了曲面上具有零测地

曲率的曲线四边网，根据测地曲率的内蕴不变性，

经过等距变换的测地网仍然是测地网。 

定义 3[25-26]：映射 : 2 3X   被称为 G-net，

如果在四边网 X 的每个正则格点星处，2 组相对的

边夹角相等。 

在四边网中，每个格点与其相邻格点共有的边

形成 1 个格点星。当边数为 4 时，该格点星是正则

的，存在 4 个网面夹角，即 4 个邻边夹角。对于有

边界的曲面，还存在网格的边界点或角点格度为 2

或 3 的情形，本文对这类格点不做处理。此外，本

文对封闭曲面存在奇异点的格点也不做处理，这是

本文方法的局限之处。因此，只需在四边网的每个

正则格点星处定义离散 G-net，满足 2 组相对的邻

边夹角相等，如图 4b 所示，公式为 

 

, 1, 2,3,4i
i

i

v v
i

v v


 


g  （3） 

其中， ig 表示从格点发出沿着 4 条边线的单位向

量，且 1 2 3 4  g g g g ， 2 3 4 1  g g g g 。该局部几何

特征刻画了离散曲线网的零测地曲率特征。 

G-net 可以表示和构造离散可展曲面。离散可

展曲面在 G-net（黄色）的基础上，只需满足每个

格点处 4 个网面夹角相等（如图 5a 所示），形成

DOG（discrete orthogonal geodesic）网[26]，该表示

方式为可展曲面的自由形态探索和曲面的可展近

似等任务提供了简洁且高效的算法。可展曲面具有

零高斯曲率的特征，因为高斯曲率是内蕴不变量，

可保证可展曲面与平面的等距映射关系，所以可展

曲面上的 G-net 可以“平铺”到平面，形成由直线

段构成的直线四边网，同时满足曲线长度和夹角不

变性。当 G-net（黄色）也是曲面的共轭网（紫色），

即 2 族曲线在交点处的切方向共轭时，形成的四边

网称为 Voss 网[39]。如图 5b 所示，Voss 网是离散

常负高斯曲率网的对偶网[40]，包含平面四边形和

离散直线多边线，其在等距变换下沿着直线段作为

铰链进行旋转变换[41]，形成刚性变换，常被应用

于网壳结构[42-44]、可展开结构[40]和折纸结构[45]等。

Voss 网的全局形态受局部面片移动的牵连，形变

过于严苛，不利于曲面的设计。 

 

 

图 5  基于 G-net 的拓展四边网的几何性质 

 
当 G-net 出现在 Q-net 的对角方向，或者 G-net

的对角方向为共轭方向时，形成互为对角关系的

Q-net 和 G-net，此时曲面形态具有更多的自由度，

便于曲面设计和工程应用。 

2.3  混合 4-网 
以 Q-net 和 G-net 分别为控制网和对角网，或

分别为对角网和控制网的四边网构成混合 4-网。

给定 1 个光滑曲面的参数化表示   2: ,  X u v    

  3,  X u v   ，存在 1 个对角参数化表示   ,Y u v ，

定义为     ,, X u v u vY u v    。在这种参数化下，

偏导数为 u u vY X X  和 v u vY X X  。这 2 个参数

化表示   ,X u v 和   ,Y u v 构成 1 个 4-网，其在组合

上等价于 uv 平面上的直线族  u 常数， v 常数，

u v  常数和 u v 常数。 

定义 4 ： 映 射 : 2 3X   与 其 对 角 映 射

    ,, X u v u vY u v    构成 1 个混合 4-网，当

 ,X u v 为 Q-net，  ,Y u v 为 G-net，或者   ,X u v 为

G-net，   ,Y u v 为 Q-net 时。 

当 Q-net（紫色）的对角网为 G-net（黄色）

时（如图 6a 所示），其网格特征如下：在每个正则

格点星处，四边形网面均为平面，即满足式（2）；

通过格点的 2 个相对四边形网面的对角线连线构成
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离散测地线，即正则格点星的 4 个对角线满足式（3）

的对角相等条件[36]。当所有格点满足这一联合条件

的四边网时，即为具有对角 G-net 的 Q-net。 
 

      
a. Q-net 的对角网为 G-net      b. G-net 的对角网为 Q-net 

 

图 6  2 类混合 4-网的几何特征 
 

定义 5：当四边网的每个面都是平面，并且其

对角四边网的 2 组相对的边夹角相等时，构成

Q-net 与 G-net 的混合 4-网，其中，四边网是 Q-net。 

当 G-net（黄色）的对角网为 Q-net（紫色）

时（如图 6b 所示），可以采用类似的方法寻找满足

四边形网面为平面的对角四边网。此时，每个格点

星满足 G-net 条件，即式（3），且相邻 4 个四边形

网面上，不过格点的对角线能够形成 1 个四边形网

面，该网面满足式（2）。进一步分析该四边形网面，

由三角形的相似性可知，其 4 条边分别平行于格点

星的 4 个边中点连线构成的 4 条边，对角网的共轭

性由该小四边网的平面性决定。这种小四边形网面

也被称为对角网棋盘格图案（checkboard pattern，

CBP）[28]中的白格，其相邻的 4 个网面为黑格；因

为四边网的对边分别平行且相等，所以黑格自然是

平面的，从而构成平行四边形。这样，具有平面性

的白格和黑格共同构成控制网的细分对角网，即

Q-net。基于该 Q-net，PC-net 和离散等温网（isother-

mal net）可以被定义，并应用于曲面参数化与自由

曲面设计[28]。 

定义 6：当四边网的每个正则格点星处 2 组相

对的边夹角相等并且其 CBP 为平面时，构成了

G-net 与 Q-net 的混合 4-网，其中，四边网是 G-net。 

3  优化算法 

基于第 2 节的混合 4-网理论，本文联合几何

约束、光滑约束、解距离控制约束和交互优化约束

提出优化算法，并给出算法的伪代码，实现该类四

边网的高效设计与动态调整。 

3.1  约束方程与优化算法 
本文采用 Guided-Projection 算法[46]进行数值

优化，求解这个建筑几何问题。该算法基于半边数

据结构作为网格的存储形式，以格点坐标作为基本

变量空间，根据约束形式，额外引入面法向量、边

单位向量等辅助变量形成整体变量空间；在每个局

部格点星处建立不高于 2 次[46]的约束方程，集成

约束能量函数总和，采用高斯-牛顿算法实现快速

优化迭代求解。求解能量的方程为 

 Q-net G-net fair fair self self minE E E E E     
 
（4） 

式（4）中的变量解释如下： 

（1）几何约束项 Q-netE 根据式（2）得到 

   
4 2 2

Q-net
1

ff f f f
1

2 1

1
F F

f
i i

i f

E v v
 




       n n n 。 

其中， F 表示四边网格面总数。 

（2）几何约束项 G-netE 根据式（3）得到 

   2 2
1 2 3 4 2 3 4 1G-net

1

24

1 1

i i i i i i i i

ij i
i

V

i

V

i j
j

ij i

E


 

  

 
 





   







 

 





g g g g g g g g

v v
g

v v
。

 

 

其中， ijg 表示边单位向量； V 表示四边网中正则

格点总数； ij iv v 表示来自上一次迭代的已知项。 

根据第 2.3 节所述，混合 4-网的优化需要注意

控制网类型的选取。当选择控制网为 Q-net 进行优

化时，G-net 约束施加在对角网格上（式（4）中 Q-netE

与 G-netE 优化的网格不是同一个网格，而是互为对

角网），本文将这种优化方式简称为共轭对角测地

（Q-net with diagonal net as G-net，QDG）优化；

反之，当选择 G-net 作为控制网进行优化时，相应

地，Q-net 约束施加在控制网的对角网上，本文将

这种优化方式简称为测地对角共轭（G-net with 

diagonal net as Q-net，GDQ）优化。 

（3）实际求解过程中，为了避免解空间大范

围波动导致求解失败，引入光滑能量函数 fairE 和解

距离控制函数 selfE 指导解空间的变化，引导其高效

地靠近目标形态，并引入相应的权因子 fair 和

self ，分别控制 fairE 和 selfE 在不同优化项目中的

权重。 fairE 的形式为 

 2
fair L R

polyline

2 i i i
i

E v v v


   。 

其中， iv 、 Liv 和 Riv 分别表示多段线上的 3 个连续

点，对 fairE 最小化可以看作将参数曲线的二阶导数

最小化。 fairE 的优势是能够高效地保证目标曲面的

光滑性，缺点是过高权重会将曲面“拉平”。 
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selfE 的形式为 

 2self pre
1

V

i i
i

E v v


  。 

其中， preiv 表示格点上一次迭代的位置信息。 selfE

能很好地控制形态不出现大幅度变化，而是在原曲

面“周围”求最优解。 

3.2  交互优化设计 
针对设计需求，该算法增设了交互优化设计功

能，包括格点拖拽、参考曲面逼近和边界滑动。 

（1）格点拖拽功能。用户可以通过格点拖拽

实时、动态地调整网格形态，当 p 点被拖拽到 dp 点

时，在式（4）中引入额外能量项 dragE 约束，可以

实时地更新优化后的结果。 dragE 定义为 

 2drag p pdE v v  。 

（2）曲面逼近功能。用户输入参考网格，算法

可以优化初始网格逼近目标参考网格形态。该约束

要求初始网格上某格点 iv 到参考曲面最近格点 ip 处

的切平面（法向量为 kin ）的距离最近。 refE 定义为 

 
2

ref
1

V
ki

i i
i

E v p


     n 。 

（3）边界滑动功能。与曲面近似是沿着最近

邻点的切平面上滑动类似，该优化要求网格边界点

沿着参考曲面边界最近邻点的切方向移动。首先识

别网格与参考曲面的边界；然后找到网格边界点 iv

与参考曲面对应边界上的最近邻点 ip 及其 Frenet

标架 1 2 3( , , )e e e ；最后约束 i iv p 位于 ip 点切方向

上。因此， bdGlideE 定义为 

  2
bdGlide 1

1

V

i i
i

E v p


     e  

或 

    2 2
bdGlide 2 3

1

V

i i i i
i

E v p v p


            e e 。 

至此，约束能量方程为 
  

Q-net G-net fair fair self self drag dragE E E E E E         

   ref ref bdGlide bdGlide minE E            （5） 
  

图 7 所示为交互优化设计示例。 

3.3  初始化方法与优化策略 
网格优化中，初始输入网格越接近目标几何约

束，则网格优化效果越好。因此，合理的初始输入

是良好网格优化效果的保证。本文给出 2 个初始化

方案，并根据输入数据的几何特性给出不同的网格

优化策略，以确保优化效率。 

   

   
   a. 拖拽交互优化功能示意    b. 曲面逼近交互优化功能示意 

 

图 7  交互优化设计示例 

 
方案 1：当初始网格的四边面更接近于平面

（ Q-net G-netE E≤ ）时，如来自曲面的主法曲率网，

优先选取 QDG 算法，优化控制网为 Q-net，优化

对角网为 G-net。 

方 案 2 ： 当 初 始 网 格 更 接 近 测 地 网 格

（ Q-net G-netE E≥ ）时，如来自可展曲面的正交测

地网，优先选取 GDQ 算法，优化控制网为 G-net，

优化对角网为 Q-net。 

在优化过程中，通常将约束类型分为 2 大类：

（1）软约束，用于引导优化方向的权因子<1；

（2）硬约束，用于引导优化方向的权因子=1。

在优化初期，仅对 Q-netE 与 G-netE 赋予权重 1 进行

优化尝试；后续根据优化效率和结果，同时考虑设

计需求，判断是否增加软约束能量函数。 fair 通常

从 510 ~ 210 量级依次进行尝试， self 和 ref 通常在
210 ~ 310 量级依次进行尝试， bdGlide 通常在 110

量级尝试，具体取值根据设计需求和优化效果确定。

优化过程中，每 5 步为一组进行迭代，初始迭代步

中设置软约束为较高权重，用于引导优化的方向；

之后每组迭代酌情考虑软约束权重是否减小，以降

低控制项的影响；最终仅保留硬约束进行优化，以

保证主要优化目标的最终精度。本文算法步骤如下： 

输入：初始网格 iniM 。 

输出：优化网格 optM 。 

Step1：读取初始网格为半边数据结构。 

Step2：计算能量函数 Q-netE 和 G-netE ，并判断大小； 

  Step2.1：当 Q-net G -netE E≤ 时，优先选取 QDG 算

法进行优化； 

  Step2.2：当 Q-net G -netE E≥ 时，优先选取 GDQ 算
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法进行优化。 

Step3：对 fair self ref bdGlide, , ,    赋值。 

Step4：在计算求解过程中调整各项权因子的数值，

直至收敛。 

Step5：按照交互优化设计需求添加 dragE 能量项，

并定义 drag ，重新迭代求解，直至收敛。 

表 2 所示为对同一设计目标曲面分别采用 2

种方案进行优化设计的示例。 

 

表 2  对同一设计目标曲面分别采用 2 种方案进行优化设计的示例 

方案 1 
参考曲面 

初始 Q-net QDG 优化后的控制网为 Q-net QDG 优化后的混合 4-网 

方案 2 

初始 G-net GDQ 优化后的控制网为 G-net GDQ 优化后的混合 4-网 

 

 

4  建筑曲面应用设计 

4.1  混合 4-网设计流程 
基于本文提出的 QDG 和 GDQ 优化算法，提

出一套完整的自由建筑曲面设计流程：（1）按照第

3.3 节确定初始网格与优化策略；（ 2 ）通过

Guided-Projection 算法，结合几何约束和交互式调

整生成互为对角的 Q-net 和 G-net，优化过程中需要

灵活地调整权因子确保曲面形态平滑过渡；（3）进

行力学验证与施工方案生成，此部分非本文重点，

不再赘述。 

4.2  实际工程案例分析 
本文实验平台如下：Intel Core i7-8650U CPU 

@1.90 GHz，8 GB 内存，64 位 Windows10 计算机。 

案例 1：场馆曲面屋顶设计。针对图 8a 所示

的某一特定建筑形态，本文对初始网格进行评估后

得到 Q-net G-netE E≥ ；故采取 GDQ 算法优化生成混

合 4-网，如图 8b 所示；最终的建筑设计渲染如图

8c 所示。为了验证四边形网壳在增设对角索后的

结构稳定性，采用 Karamba 软件进行线性特征值

屈曲分析。Karamba 软件评估结构在何种荷载下发

生屈曲，是判断结构稳定性的常用方法[47]。分析

中采用通用设置将所有边界节点铰接固定，即节点

的 3 个平动自由度被约束，无法移动但可自由转

动。在对角索后施加预应力后的结果显示，加设测

地对角索的结构屈曲特征值相较原四边形网壳增

加 12%，表明其结构稳定性有所提升。 

案例 2：基于旋转面的曲面屋顶设计。首先建

立如图 9a 所示的旋转面，该旋转面符合共轭网性

质，可知 Q-net G-netE E≤ ；故采用 QDG 算法优化为

混合 4-网，如图 9b 所示；最后对优化后曲面进行

裁剪，得到如图 9c 所示的网格。为了验证结构的

稳定性，采用与案例 1 相同的设置，施加测地对角

索后结构屈曲特征值相较于原四边网壳提升 13%。 

案例 3：参考 Lilium Tower 曲面屋顶网格重建。

选取如图 10a 所示的原始曲面作为参考曲面，引入

一个平面四边网格作为初始共轭网（如图 10b 所

示），经过 QDG 算法优化为如图 10c 所示的混合 4-

网，对应的建筑渲染如图 10d 所示。为了验证结构

的稳定性，采用与案例 1 相同的设置，得到施加测
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地对角索后结构屈曲特征值为原四边网壳的 113%。 

此外，本文以图 8 的网格为例，探讨网格密度

对优化的影响。将图 8 中高密度网格记为 M ，原

始网格的降密版本记为 sM ，并在相同的计算策略

下进行对比。结果显示：M 的优化迭代步数为 24，

最终误差在 10−18 数量级；而 sM 的迭代步数为 14，

最终误差达到 10−19 数量级。表明尽管更高密度的

网格在几何表达能力上更精细，但是由于变量数量

显著增加，优化过程所需的迭代次数也相应增加，

甚至可能带来轻微的误差上升。鉴于本文聚焦于建

筑结构的实际应用，尤其是面向玻璃面板的制造要

求（通常在 5~9 m2 的尺寸范围内），因此未进一步

展开网格密度对算法性能影响的讨论，而是采用了

更具实际工程可行性的原始网格密度进行分析。 

对图 7 和表 2 所示示例，以及图 8~10 所示的

案例 1~3，其优化数据信息如表 3 所示。 

 

         
              a. 初始曲面                 b. GDQ 优化后的混合 4-网                 c. 建筑效果渲染 

 

图 8  场馆曲面屋顶优化与设计 

 

             
             a. 初始曲面                 b. QDG 优化后的混合 4-网              c. 曲面裁剪后建筑效果渲染 

 

图 9  基于旋转面的曲面屋顶优化与设计 

 

       
       a. 参考曲面              b. 初始共轭网        c. QDG 优化后的混合 4-网              d. 建筑效果渲染 

 

图 10  近似重建 Lilium tower 顶部的优化与设计 

 
表 3  计算案例优化数据信息 

案例 V  F  E  变量 约束 fair  self  drag  ref  bdGlide 时间/s

图 7a 1 960 1 900 3 859 27 481 57 324 0.001   1   0.1 0.573 

图 7b  656 600 1 255 12 641 25 947 0.000 1     0.20 0.1 0.351 

表 2 方案 1  816 750 1 565 15 674 33 273 0.1     0.20 0.2 0.341 

表 2 方案 2  946 945 1 890 19 064 40 631 0.000 1     0.10 0.1 0.420 

图 8 7 404 1 851 7 404 41 298 84 793 0.000 1         0.762 

图 9 612 561 1 172 11 711 24 667 0.001 0.01     0.01 0.298 

图 10 240 200  439  9 175 19 507 0.01     0.02 0.02 0.276 
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5  结  语 

针对自由建筑曲面设计中四边网格存在的非

平面性与较弱的结构面外稳定性问题，本文提出基

于共轭-测地四边对角网的曲面优化设计方法。将

互为对角的共轭网与测地网引入建筑几何领域，构

建混合 4-网的理论框架，实现了共轭性与测地性

的对角协同优化；基于高效的优化求解算法，结合

几何约束和交互编辑设计，优化速度达到 0.1 s 量

级，满足工程设计领域的实时性要求。实际工程案

例结果表明，在保证设计效率的前提下，混合 4-

网可以保证平面单元的施工经济性要求；同时，沿

测地线布置的预张力索达到传力效率最优，可显著

地提升结构稳定性，为复杂自由建筑曲面设计提供

了新的方法。 

未来，将扩展初始化网格的生成方法，以及对

该类结构体系（平面网壳承压、索体受拉）的具体

受力特性进行力学分析。 
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